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PROBLEM ALOKA(JI
Z1LOSOWYM PRAWEM AKCEPTACJI OFERT
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Streszczenie: W niniejszym artykule przedstawimy pewnq modyfikacje pro-
blemu alokacji. Problem ten mozna sformutowaé nastepujqco: sprzedawcy w
agencji handlowej majq prawo do sprzedazy oferowanych towaréw po cenie
oferowanej przez kupujgcego. W tym celu obserwujq oferty pojawiajgce sie se-
kwencyjnie w momentach skokéw procesu Poissona, ktére sq jednoczesnie mo-
mentami decyzji. Wyplata, jakq otrzyma sprzedawca, wybierajqc dang oferte,
jest rowna zdyskontowanej wartosci tej oferty. W momencie pojawienia sie
oferty tylko jeden z nich otrzymuje prawo zaakceptowania bqd? odrzucenia
prezentowanej wlasnie oferty. Odrzucone oferty nie mogq by¢ ani ponownie
rozpatrywane, ani rozpatrywane przez pozostatych sprzedawcow. Prawo decy-
dowania odnosnie akceptacji bqd? odrzucenia danej oferty przydzielane jest w
sposéb losowy, a prawdopodobieristwo otrzymania tego prawa przez kazdego
ze sprzedawcow jest rowne. Celem jest znalezienie strategii pogwalajgcej mak-
symalizowaé lgczny oczekiwany zysk sprzedawcéw przy zalozeniu, Ze kazdy
z niech Srednio powinien zarobic takq samq kwote.

Stowa kluczowe: wielokrotne stopowanie, problem alokacji, losowe priory-
tety, proces Poissona.

ALLOCATION PROBLEM WITH RANDOM RIGHT TO ACCEPT OFFERS

Abstract: In the paper, we analyze a modification of the allocation problem.
The problem can be formulated as follows: sellers in trading agency have
a right to sell goods at price offered by the buyer. To this aim, they observe offers
which appear at jump times of a Poisson process which are at the same time the
decision moments. A reward of the seller who accepted the offer is equal to the
discounted value of the selected offer. The right to accept or reject the presented
offer is given only to one of the sellers at the moment of appearance of the offer.
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Once rejected, offer cannot be considered again nor can it be considered by other
sellers. The right to make the decision concerning the acceptance or rejection
of a presented offer is assigned in random way, such that the probability of
obtaining this right by each of the sellers is equal. The aim is to find the strategy
which allows to maximize the sum of expected rewards of the sellers under the
condition that each of them should earn the same amount of money on average.

Keywords: multiple stopping, allocation problem, random priority, Poisson
process.

1. Wprowadzenie

Problem alokacji rozwazany w niniejszym artykule mozna przedstawié¢ naste-
pujaco. Pewne przedsigbiorstwo zatrudnia m pracownikéw odpowiedzialnych za
sprzedaz danego produktu. Przedsiebiorstwo to chce sprzeda¢ w okre$lonym czasie
k produktéw tego samego typu po cenie pozwalajacej maksymalizowaé oczekiwa-
ny taczny zysk (réwnowaznie: oczekiwang laczng wyplate) ze sprzedazy. Przy czym
kazdy z pracownikéw otrzyma premie (pewien ustalony procent od wypracowanego
przez niego zysku firmy) za sprzedany produkt. W losowych momentach pojawiaja
sie klienci (kupujacy). Kazdy z nich wybiera losowo pracownika, u ktérego potencjal-
nie kupi dane dobro, skladajac mu za nie pewng oferte. Oferta ta nie podlega nego-
cjacjom. Wyb6r kazdego pracownika jest jednakowo prawdopodobny. Jesli wybrany
pracownik nie przyjmie proponowanej przez klienta oferty, to klient ten péjdzie do
konkurencyjnego przedsiebiorstwa. Z uptywem czasu warto$¢ sprzedawanych débr
maleje (np. ze wzgledu na zmiane wartoSci pienigdza w czasie, ponoszonych kosz-
tow utrzymania tych débr). Zatem, im diuzej sprzedaz jest odkladana, tym zysk ze
sprzedazy jest mniejszy. Celem jest wyznaczenie strategii pozwalajgcej maksymalizo-
waé oczekiwany Iaczny zysk przedsiebiorstwa przy zatozeniu, ze w tej strategii kaz-
dy z pracownikéw powinien uzyskaé Srednio takg sama premie (czyli rGwnowaznie
wypracowaé $rednio taki sam zysk dla przedsiebiorstwa).

Powyzszy problem alokacji mozna réwniez sformulowac jako m-osobowa gre ko-
alicyjng z losowymi priorytetami, w ktérej losowanie priorytetu odbywa sie przed
podjeciem decyzji przez graczy odnoscie odrzucenia badz akceptacji danej oferty.
W grze tej gracze maja réwne prawdopodobiefistwo otrzymania priorytetu, a ich
celem jest maksymalizacja oczekiwanej tacznej wyplaty przy zalozeniu, ze kazdy
z graczy moze otrzymac wigcej niz jedng wyplate.
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Rozwazany problem alokacji jest inspirowany zagadnieniem sformutowanym
i rozwigzanym w pracy Elfvinga (1967), a nastepnie oméwionym w pracy Siegmun-
da (1967), ktéry oslabil cze$¢ zalozen. Problem Elfvinga-Siegmunda (wystepujacy
w literaturze réwniez pod nazwa: problem Elfvinga) jest to problem optymalnego
stopowania ciagu {Y, } .\ niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkta-

dzie obserwowanych w momentach skokéw procesu Poissona {T} (to znaczy

n €N
rozktad czasu miedzy zgloszeniami jest wyktadniczy i odstepy czasu miedzy zglosze-
niami sg niezalezne, patrz Billingsley, 2009, s. 297-304). W problemie tym wyptaty
sg postaci Y 1T ), gdzie r jest funkcja ,dyskontujacg”. Problem ten byt rozwijany
i modyfikowany przez wielu autoréw. W pracy Albrighta (1974) rozwazany byt pro-
blem alokacji. W problemie tym kazdy z pracownikéw, ktéremu przydzielono pew-
ng prace, mial przypisang wage odzwierciedlajaca jego wydajno$é. Ponadto kazdy
z pracownikéw mégt przyjaé tylko jedno zlecenie do wykonania. Zagadnienie rozwa-
zane w pracy Albrighta (1974) zostalo uogdlnione na przypadek problemu alokacji
z niepelng informacjg w pracy Gershkova i Moldovanu (2010). W niniejszym artyku-
le, w odréznieniu od problemu alokacji rozwazanego w powyzszych pracach, zaak-
ceptowane oferty przydzielane sa losowo do ktéregos z pracownikéw oraz kazdemu
z pracownikéw mozna przydzieli¢ wigcej niz jedna oferte. Poniewaz sprzedawcy sa
losowani, to zachowania innych sprzedawcéw nie sg znane. Niemniej w kazdej chwi-
li ich punkt widzenia, za ile moga sprzeda¢ towar, jest taki sam.

W niniejszej pracy poruszony zostanie réwniez problem wielokrotnego stopo-
wania, ktoéry po raz pierwszy zostal sformutowany przez Haggstroma (1967), a na-
stepnie rozwijany w pracach Stadje (1985), Kostersa (2004) oraz Nikolaeva (1999).
Problemy wielokrotnego stopowania inspirowane problemem Elfvinga-Siegmunda
zostaly przedstawione w pracach Stadje (1987, 1990).

W literaturze rozwazane sg réwniez gry z losowymi priorytetami. Nalezy tu wy-
mieni¢ prace Radzika i Szajowskiego (1990), Sakaguchiego (1991a, 1991b, 2001,
2002a, 2002b, 2005), Szajowskiego (1994, 1995), Ramseya i Szajowskiego (2000,
2001), Porosinskiego i Szajowskiego (2000), Porosiniskiego (2005). W grach tych lo-
sowanie priorytetéw odbywalo sie tylko w sytuacji, gdy co najmniej dwéch graczy
chcialo otrzymaé dang oferte.

Gra wieloosobowa z deterministycznymi priorytetami o strukturze wyptat, ta-
kiej jak w problemie Elfvinga-Siegmunda, byla analizowana w pracy Ferenstein
i Krasnosielskiej (2009a). Obszerng bibliografie na ten temat gier wieloosobowych
z deterministycznymi i losowymi priorytetami mozna znalez¢ w pracy Nowaka i Sza-
jowskiego (1999).
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Problem zaprezentowany w pracy Elfvinga (1967) byl réwniez rozwazany
w pracy Siegmunda (1967), ktéry ostabil cze$¢ zalozen. Nastepnie problem ten zostat
przedstawiony w monografii Chowaet al. (1971). W pracy Krasnosielskiej (2008) wy-
znaczono warto$¢ oczekiwang optymalnego momentu Markowa w problemie Elfvin-
ga-Siegmunda. Problem Elfvinga-Siegmunda byl réwniez uogélniany i modyfikowa-
ny w wielu pracach. Mianowicie w pracach Davida i Yechialiego (1985) oraz Parlara
et al. (2007) uogblniono zatozenia dotyczace momentéw obserwaciji ofert (np. wpro-
wadzono proces odnowienia zamiast procesu Poissona, tzn. wprowadzono proces,
w ktérym rozktad czasu oczekiwania miedzy zgloszeniami jest rézny od wyktad-
niczego i odstepy czasu miedzy zgloszeniami sg niezalezne, patrz Feller (2009),
s. 174-177), a w pracy Ferenstein i Krasnosielskiej (2009b) oraz Krasnosielskiej
(2009a, 2009b, 2010) uogdlniono strukture wyptaty. W pracy Cowana i Zabczyka
(1978) zaprezentowano natomiast problem wyboru najlepszego obiektu z poisso-
nowskim strumieniem pojawiania si¢ ofert.

Problem sprzedazy domu w sytuacji gdy jest tylko dwéch potencjalnych klientow,
zostal opisany w pracy Brussa (2005). Autor prezentuje Z-strategie, ktéra pozwala
zwiekszy¢ prawdopodobiefistwo wybrania lepszej oferty sposréd dostepnych, jesli
nie znamy wysokosci tych ofert.

Prowadzone byly réwniez badania empiryczne dotyczace zachowan oséb podej-
mujacych decyzje w sytuacjach zblizonych do tych, ktére byly analizowane w mo-
delach matematycznych dotyczacych problemu optymalnego wyboru. Obszerng bi-
bliografie na ten temat mozna znalez¢ w pracy Beardena et al. (2006). Badania te
wykazaly, ze osoby podejmujace decyzje zwykle skracajg czas obserwacji w stosunku
do tego, ktéry wskazujg jako optymalny modele matematyczne. Wyniki tych badan
uzasadniajg wprowadzenie do modeli matematycznych funkcji kosztéw zwigzanych
ze stresem towarzyszacym podejmowaniu decyzji. Takie koszty zostaly po raz pierw-
szy wprowadzone w pracach Szajowskiego (2006, 2009).

Organizacja pracy. W rozdziale 3 sformulujemy problem alokacji oraz zapropo-
nujemy strategie pozwalajacg maksymalizowac¢ taczny zysk sprzedawcéw przy zalo-
zeniu, ze kazdy z nich powinien zarobié¢ $rednio takg samg kwote. Nastepnie poka-
zemy, ze ta strategia jest Pareto-optymalna. Do konstrukeji zaproponowanej strategii
bedziemy wykorzystywa¢ wyniki uzyskane w pracy Stadje (1987) i przytoczone
w rozdziale 2. Cze$¢ wynikéw prezentowanych w niniejszym artykule jest oparta na
pracy Krasnosielskiej (2011).
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2. Problem wielokrotnego stopowania Stadje

Zalézmy, ze Y, Y,, ... s3 niezaleznymi, nieujemnymi zmiennymi losowymi o tym
samym rozktadzie danym ciagla dystrybuantg F oraz E(Y,) € (0, ), Y, = 0. Zmienne
losowe Y, Y,, ... pojawiaja si¢ w momentach skokéw T}, T, ... jednorodnego procesu
Poissona N(s), s = 0, o intensywnosci 1. Ciagi {Y, },—, i{T,} - sa niezalezne. Przyjmij-
my T, = 0. Niech r:[0, «) > [0, 1] bedzie funkcjg prawostronnie ciagla, nierosnaca,
spelniajacg nastepujace warunki: 7(0) = 1, r(s) > 0 dlas € [0, U) oraz r(s) = 0 dla s
= U, gdzie U < o,

ru+v)<r@wr(v), u,vel0,).

Ponadto zaktadamy, ze zbiér punktéw nieciagtosci funkcji r jest skoniczony. Niech
F =o...Y,.T,...T,), F,={2,Q}, F. = cr(UneNOFn), gdzie N,=NuU{0}, M be-
dzie dyskretnym zbiorem skoficzonych momentéw zatrzymania wzgledem filtracji
{F, }neﬁo' gdzie No =N, U {eo}, oraz
M (k) ={(r,...7"): 7. eM <7 < <)
W niniejszym rozdziale wyznaczymy optymalny k-krotny moment zatrzymania
(z1'*,.... 7)) eM, (k) dla ciagu wyplat {G, }"Eﬁo , gdzie
G,=Y,r(T,), neNy,

G, = 0, to znaczy taki k-krotny moment zatrzymania (z,*,..., 7% ) e M, (k), ze

EG  +..4G 4= sup EG,+...+4G,),
i i (11,...,rk)€M1(k) 4 ’

oraz optymalng oczekiwang wyplate £ (GTIL b+t Gﬁk’k ).

Interpretacja. Stadje (1987) zaproponowal nastepujaca interpretacje przedsta-
wionego modelu. Sprzedawca posiada k identycznych débr, ktére chece sprzedaé.
Otrzymuje on oferty Y, w momentach T, n € N. Celem sprzedawcy jest maksyma-
lizacja oczekiwanej Iacznej wyplaty ze sprzedazy tych débr, gdzie G, jest wyplata ze
sprzedazy dobra w momencie T, a r jest funkcjg dyskontujaca.

2.1. Rozwiazanie

Niech S = {s, ..., s;}, gdzie 0 =5 <5, <...<s,; <5, =U, [ < 0, zawiera wszystkie
punkty nieciagto$ci funkcji r. Ponadto niech F(s) =1 F(s) oraz H(s) = E(Y1(Y, > s)),
s ER, gdzie I(A) oznacza funkcje charakterystyczng zdarzenia A.
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Twierdzenie 2.2. (Stadje, 1987)

(a) Istnieje k jednoznacznie wyznaczonych funkeji y'(x)=y*(x)=...= ¥ (x),
x = 0, takich, ze:

(i) dlai€ {1, ..., k} funkcja y! jest ciggta i ma kawatkami ciqglq pochodng,

(ii) funkcjay' spetnia nastepujgce réwnanie

7' (x) _ 7' (x) (1)
e )) r(x)H(—-= o ))

w kazdym z przedziatow (s, s, , ), n €10, 1, ..., [ - 1}, oraz y(x) = 0 dla
x=U.

—7/ () =V (F (=

(iii)dlai € {2, ..., k} funkcja y' spetnia nastepujgce réwnanie

d Y (x) ¥ (x) /- Y (%) 7' (%)
— F —-r(x)H x)F x)H 2
d“") “x)(()) <)<()) ()(())+()(())()

w kazdym z preedziatow (s, s, , ), n €10, 1, ..., [ - 1}, oraz y(x) = 0 dla
x=U.

(b) Dodatkowa oczekiwana wyplata, jakq uzyskamy ze sprzedazy i-tego dobra,
jesli mamy i zamiasti— 1,1 € {1, 2, ..., k}, débr na sprzedaz, jest réwna

supTIEMl(l)E(Grl ) jesli  i=1,
1 p—
7 (0)= sup  E(G,+..+G )=  sup  E(G,+.+G.), jesli i=z2.
(z‘l,,“,rl)eMl(i) (,1’.“’71—1)€M1(i_1)

Z twierdzenia 2.2(b) otrzymujemy

k
YyO)= sup E(G ) +...+G ). (3)
= (ot )eM, (k)

Dlaj € Nyorazi €1, .., k} zdefiniujmy

7()=inf{n2j:G, 27T,

gdzie 7/(») = », oraz

I . _
= {’ AR @)

k=G 1)(Z-lj 1’k+1)’ ief{2,...,k}.

: ik s . . . .
Zmienng losowa 7" interpretujemy jako moment sprzedazy i-tego dobra spo-
$rod k-dobr na sprzedaz, jesli dobra ,wystawiamy” na sprzedaz w momencie obser-
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wacji j-tej oferty. Zauwazmy, ze ijk to pierwszy moment po momencie zatrzymania
7
wyplata ze sprzedazy i-tego dobra w przyszlosci, jesli mamy i zamiast i — 1 débr
na sprzedaz. Praktyczne zastosowanie wzoru (4) wyglada nastepujgco. Pierwsze
dobro zostanie sprzedane w momencie obserwacji oferty o numerze n,, jesli wy-
plata G, , ktérag uzyskamy ze sprzedazy dobra w tym momencie, bedzie wigksza
lub réwna y*(T,, ). Drugie dobro zostanie sprzedane w momencie obserwacji oferty
o numerze n,, n, > n,, jesli wyptata G, , ktérg uzyskamy ze sprzedazy drugiego
dobra w tym momencie, bedzie wieksza lub réwna Q/H(Tn2 ), itd. Ostatnie k-te dobro
zostanie sprzedane w momencie obserwacji oferty o numerze n,, n, > n, _,, jesli
wyplata G, , ktérg uzyskamy ze sprzedazy k-tego dobra w tym momencie, bedzie
wieksza lub réwna 71(Tnk ). Zauwazmy, ze funkcje ', i = 1, 2, ..., k, mozemy inter-
pretowac jako krzywg optacalnosci sprzedazy dobra o numerze k - i + 1. Funkcje
te wyznaczamy z réwnan (1) i (2) danych w twierdzeniu 2.2.

w ktérym wyplata jest nie mniejsza niz optymalna warunkowa oczekiwana

Twierdzenie 2.3. (Stadje, 1987) (z}*,....7}"*) e M, (k) oraz (z}*,...,7*) jest opty-
malnym k-krotnym momentem zatrzymania dla ciggu wyptat {G, }neﬁo'

Z powyzszego twierdzenia otrzymujemy, ze powyzsza strategia pozwala maksy-
malizowaé tgczny oczekiwany zysk ze sprzedazy dobr. Zauwazmy jeszcze, ze opty-
malne momenty zatrzymania maja posta¢ progowa.

3. Problem alokacji

m-osobowa grupa sprzedawcéw o indeksach 1, 2, ..., m obserwuje cigg wyptat
{Gn}neNO’ gdzie G, =Y r(T ), n € N, G, = 0. Kazdy z niech decyzj¢ odnosnie ak-
ceptacji badz odrzucenia danej wyplaty podejmuje na podstawie obecnie prezen-
towanej wyplaty i wyplat prezentowanych do tej chwili, uwzgledniajac ich prio-
rytety. Doktadniej méwiac, sprzedawca i-ty, ktéry zdecydowal sie wybraé wyptate
G, w momencie jej pojawienia sig, otrzymuje tg wyplate wtedy i tylko wtedy, gdy
w chwili T otrzymat priorytet (prawo wyboru) i do tej chwili sprzedawcy tacznie
nie przyjeli wiecej niz k — 1 wyplat (sprzedawca moze otrzymaé wiecej niz jedng
wyplate). Priorytet jest losowany przed podjeciem decyzji przez sprzedawcéw od-
noénie akceptacji badz odrzucenia danej wypltaty. Zatem priorytet jest rozumiany
jako prawo do akceptacji bgdz odrzucenia tej wyptaty. W kazdym momencie prawo
to przystuguje tylko jednemu ze sprzedawcow.
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3.1. Sformulowanie problemu

Przyjmujemy zalozenia te same co w rozdziale 2. Dodatkowo zaktadamy, ze ciagi
W} nen, i {F}nen, S2 niezalezne, gdzie W, W, ... s3 niezaleznymi zmiennymi loso-
wymi o rozkladzie jednostajnym na {1, ..., m}. Niech G, = o(F , o(W,, ..., W )), n €
N, G..=olJ v Gx)- Ponadto niech D bedzie zbiorem ciggéw zero-jedynkowych,

nel 0
{G}-adaptowanych, D" = Dx...x D. Niech y' = {y}},\ € D bedzie strategia i-tego
sprzedawcy w m-osobowej grupie sprzedawcow, ay = (¥, ..., y™) strategig m-0so-
bowej grupy. Jesli ' =1, to decyzja i-tego gracza w momencie obserwacji n-tej oferty
brzmi: chee przyja¢ wyplate G . Jesli y, =0, to decyzja i-tego gracza w momencie

obserwacji n-tej oferty brzmi: nie przyjmuj¢ wyplaty G,.
Dlaj € {1, ..., k} zdefiniujmy

o) =inf{n>0, (W)+1: Y1y, =1,W,=i)=1},
i=1

gdzie o) = 0. Zmienng losowg oi(y) interpretujemy jako moment, w ktérym zo-
stanie sprzedane j-te dobro przez ktérego$ ze sprzedawcéw w m-osobowej grupie
o strategii . Zmienna losowa W _wskazuje indeks sprzedawcy, ktéry ma prawo za-
akceptowac oferte Y, (otrzymac wyplate G, ).

Uwzgledniajac strategie v, wyplata i-tego sprzedawcy, j € {1, ..., m}, sposréd
. 2 . 2 k
m-osobowej grupy sprzedawcéw, jest réwna ijlGo,W)I(Wa
B J

) =), a oczekiwana
. . 4 J
wyplata i-tego sprzedawcy jest réwna

k
Vi) = EQ G, o)W, () =1)-
j=1

Niech D" = D" bedzie takim zbiorem, ze ye D" wtedy i tylko wtedy, gdy
0].(1/)) <o, jE{L, .., k}

Naszym celem jest wyznaczenie strategii ¢ € D" takiej, ze dla i, j € {1, ..., m}

V)=V, (¥) (5)
oraz
D AIEDIA)) (6)
n=1 n=1

dla kazdej strategii € D/". To znaczy, szukamy strategii, ktéra pozwoli kazdemu
z graczy uzyska¢ Srednio takg samg premie i jednocze$nie pozwoli maksymalizowaé
oczekiwany taczny zysk.
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3.2. Konstrukcja strategii

Ponizej zaproponujemy strategie ¥ spelniajacg warunki (5) i (6).

Niech = (¢',...,0"), gdzie ' = ('}, ydlai € {1, .., m}. Dlai € {1, .., m}, n
€ N oraz ustalonego k € N zdefiniujmy

V=108, =) Y =
Jj=1
gdzie moment zatrzymania 7/ jest dany wzorem (4), to znaczy

T, J=1
T U@L, e {2,k
; , JjE€{2,...,k}.

Teraz moment zatrzymania 7/ * interpretujemy jako moment sprzedazy przez kté-
rego$ ze sprzedawcéw j-tego dobra sposrdd k-débr, jesli proces decyzyjny rozpoczy-
na sie w momencie obserwacji pierwszej oferty. Zauwazmy, ze zgodnie z zapropo-
nowang strategig sprzedawcy bedg sprzedawaé¢ dobra w momentach wskazanych w
modelu Stadje jako optymalne (Krasnosielska, 2011, lemat 7.5), tzn.

/k

oW =1*, jell,.. k. (7)

Przy czym w momencie 7/ sprzedazy bedzie dokonywat sprzedawca, ktéry wla-
$nie otrzymat prawo wyboru, to znaczy sprzedawca o numerze W, . Zatem sprze-
dawcy lacznie wypracujg zysk réwny lgcznej oczekiwanej wyplaae ze sprzedazy
k-débr w momentach wskazanych za optymalne w modelu Stadje (Krasnosielska,
2011, s. 112), tzn.

m k
2V =27 (0). (8)
i=1 j=1

Zauwazmy jeszcze, ze strategia ¥ jest dobrze zdefiniowana, to znaczy ye D"

(Krasnosielska, 2011, lemat 7.6).

Twierdzenie 3.1. (Krasnosielska, 2011, twierdzenie 7.9) Strategia ¥ spetnia wa-
runki (5) i (6), to znaczy ¥ jest szukanq strategiq.

Zauwazmy, ze z (5) i (8) otrzymujemy, ze kazdy ze sprzedawcéw wypracuje ocze-
k
kiwany zysk w wysokosci i2‘7/'(0) to znaczy w wysoko$¢i réwnej jednej m-tej cze-

j=1
$ci tego, co uzyskatby sprzedawca sprzedajac k-débr zgodnie z modelem Stadje (czy-

li w sytuacji, gdy bylby tylko jeden sprzedawca).
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Méwimy, ze strategia y € D/ jest Pareto-optymalna w D", jesli nie istnieje ¢ € D/"
takie, ze dla kazdego i € {1, ..., m} zachodzi
Vilp) 2V;(y)
i co najmniej jedna z powyzszych nieréwnosci jest ostra. To znaczy, strategia i jest

Pareto-optymalna, jesli nie istnieje taka strategia, ktéra databy wieksza oczekiwang
wyplate co najmniej dla jednego gracza i jednoczesnie nie pogorszyta sytuacji innego.

Zgodnie z kryterium Pareto ta strategia jest lepsza, ktéra daje wiekszg wygrana
wszystkim graczom. Zatem kryterium Pareto jest podstawowg zasadg racjonalno-
$ci grupowej. Zaznaczmy, ze strategie Pareto-optymalne dajg wskazéwke graczom
o swoich mozliwos$ciach wygranych, ktére uwzgledniajg réwniez interes pozosta-
tych graczy (Ptonka, 2001). Réwnowazne definicje strategii Pareto-optymalnych ze
szczegbtowym ich oméwieniem zostaly przedstawione np. w monografiach Plonki

(2001) i Straffina (2004).
Twierdzenie 3.2. Strategia y € D;" jest Pareto-optymalna w Dy".

Dowéd powyzszego twierdzenia mozna intuicyjnie przedstawié¢ nastepujgco.
Sprzedawcy Iacznie wypracujg zysk réwny facznej oczekiwanej wyplacie ze sprzedazy
k-débr w momentach wskazanych za optymalne w modelu Stadje, to znaczy wypracu-
ja maksymalny mozliwy taczny oczekiwany zysk. Jesli istniataby strategia pozwalajgca
co najmniej jednemu z nich wypracowa¢ wiekszy oczekiwany zysk, nie zmniejszajac
wypracowanego oczekiwanego zysku innego sprzedawcy, to zgodnie z tg nowg stra-
tegig tgcznie wypracowaliby oni wiekszy oczekiwany zysk niz maksymalny mozliwy
taczny oczekiwany zysk (zysk wypracowany przy zastosowaniu strategii ¥). Jest to
jednak sprzeczne. Dowdd formalny twierdzenia 3.2 zostal przedstawiony w dodatku.

3.3. Przyklady

Przyklad 3.1. Zal6zmy, ze w pewnym salonie samochodowym pracuje dwéch
sprzedawcéw. W ciggu 10 najblizszych dni musza oni sprzedaé trzy identyczne sa-
mochody (przyjmujemy, Ze po tym czasie salon zostanie zamknigty i zysk ze sprze-
dazy samochodéw bedzie réwny zero). Kazdy z nich dostanie premi¢ w wysoko-
$ci 10% od kwoty, jakg zarobig dla wtasciciela salonu. Zakladamy, ze potencjalni
klienci wybieraja losowo sprzedawce, od ktérego ewentualnie kupig samochéd.
Ponadto przedstawiajg oni sprzedawcy pewna kwote, ktérg sg gotowi zaplacié za
ten samochdd (oferta ta nie podlega negocjacjom). Kwota ta jest zmienng losowa
o rozktadzie wykladniczym o $redniej 1 (pewnej jednostki pieni¢znej). Ponizej od-
powiemy na pytania:
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* Ile zarobi kazdy ze sprzedawcéw?
* Po jakiej cenie powinni sprzedaé te samochody?
* Kiedy powinni sprzeda¢ te samochody?
Aby odpowiedzie¢ na powyzsze pytania, rozwigzemy najpierw problem wielo-
krotnego stopowania Stadje oméwiony w rozdziale 2.
Przyjmujemy, ze r(u) = 1 dlau € [0, 10) i 0 w przeciwnym przypadku. Z zalozen

mamy F(s) = 1 - exp(-s) oraz H(s) = (s + 1)exp(-s), s = 0. Zatem réwnanie (1) przyj-
muje postac

71( ) —exp(=7'(x)), xe€(0,10).

Rozwigzujac powyzsze rownanie z warunkiem brzegowym y!(10) = 0 otrzymujemy
yl(x) = In(11 - x). Stad
y1(0) = In(11).

Ponadto réwnanie (2) dla i = 2 przyjmuje postaé

di}/z(x):—exp(—yz(x))+ ! , x€(0,10).
x 11-x

Korzystajac z warunku brzegowego y%(10) = 0, dostajemy

L 122-22x+x°
7= ()
oraz
7(0)=In (Q)

Analogicznie otrzymujemy, ze y*(x) spelnia réwnanie

2(11-x)

ey €10

Ly () =-exp(-7 () +
X

z warunkiem brzegowym y3(10) = 0. Zatem

7' (x) = In(

—366x +33x> — x> +1366
3(122-22x+x7)

Stad

1366
7' (0)= 1(366)
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Mozemy juz odpowiedzieé na pierwsze pytanie. Lacznie sprzedawcy zarobig

122 1366 1366
In(11)+In(—)+ In(——) = In(——
n(11) n(22) 11(366) n( 5
Zatem kazdy z nich $rednio wypracuje dla firmy 6,12 / 2 = 3,06. Stad kazdy ze
sprzedawcéw otrzyma Srednio premie w wysokos$ci 0,306 (jednostki pienieznej).

)= 1n(455%) ~6,12.

Korzystajac z (4) otrzymujemy, ze zgodnie z modelem Stadje samochody zostang
sprzedane w momentach

o’ =P () =inf{n21:G, 2 (T,)},
P =+ ?)=inf{n> 17 +1: G, > y*(T,)},

57 =7 (l+ ) =inf{n > 7° +1: G, 2 y'(T,)},

gdzie funkcje %, i = 1, 2, 3, zostaly wyznaczone powyzej. Zatem na mocy (7) w roz-
wazanym problemie alokacji samochody zostang sprzedane w tych samych momen-
tach, ktére jako optymalne wskazuje model Stadje, tzn. w momentach 7}°, 7,77~
Dodatkowo mamy, ze pierwsze dobro zostanie sprzedane po cenie nie nizszej niz
7 (Tr” ), drugie dobro po cenie nie nizszej niz (T 23 ), a trzecie po cenie nie niz-
1 i
szej niz ' (T 33)- Ponadto mamy, Ze n-te dobro zostanie sprzedane przez sprzedawce
i

znumerem i, jeSliW ,, =i,n €{1,2,3},i € {1, 2}.

7

1

Zauwazmy, ze $§rednio kazdy ze sprzedawcow otrzyma premi¢ w wysokosci 0,306

(jednostki pienieznej), czyli jesli sprzedawcy bedg stosowaé ten model wielokrotnie,
przy tych samych warunkach, to otrzymajg $rednio premi¢ w wysokosci 0,306 z za-
stosowania tego modelu w ciggu danych 10 dni. Zatem model ten nie faworyzuje
zadnego ze sprzedawcow.

Jak jednak wyglada sytuacja z jednokrotnego zastosowania tego modelu? Aby od-
powiedzie¢ na to pytanie, przedstawimy symulacje wysokosci ofert prezentowanych
przez kupujacych, czasu ich przybycia do sklepu i numeru sprzedawcy, ktory zostal
wybrany przez tego kupujacego. Wyniki przedstawione sg w tabelce.

W przedostatniej kolumnie podany jest numer sprzedajacego, do ktérego zglosit
si¢ n-ty kupujacy w przypadku, gdy mamy trzech oraz dwéch sprzedawcow.

I R R N s e s e P P L R L
1 041 | 1,02 | 236 | 1,68 | 1,28 nie nie nie 3 2
2 217 | 012 | 2,18 1,5 1,11 nie nie nie 3 2
3 265 | 1,1 212 | 1,44 | 1,05 TAK nie nig 1 1
4 2,81 | 0,37 2,1 1,42 | 1,04 nie nie 2 1
5 3,06 | 1,88 | 207 | 1,39 | 1,01 TAK nie 3 2
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6 344 | 1,78 | 2,02 | 1,35 | 0,96 nie
7 36 | 025 2 1,33 | 0,94 nie
8 441 | 425 | 1,89 | 1,22 | 0,84 TAK

9 473 1034 | 1,84 | 1,17 | 0,79
10 494 | 024 | 18 | 1,14 | 0,76
11 533 | 088 | 1,74 | 1,07 | 0,11
12 542 | 061 | 1,72 | 1,06 | 0,69
13 567 | 1,28 | 1,67 | 1,01 | 0,65
14 665 | 1,25 | 147 | 0,83 | 0,49
15 9,45 | 069 | 044 | 0,09 | 0,02
16 954 | 021 | 0,38 | 0,07 | 0,01
17 | 1515 | 047 0 0 0

N | =2 (WD |Ww|IN|—= W= —
N|= === ===

W tym przyktadzie rozwazamy dwoch sprzedawcéw. Z tabelki widzimy, Ze pierw-
sze dobro zostanie sprzedane trzeciemu kupujagcemu w chwili T, = 2,65 po cenie 1,1.
Ten kupujacy zglosi si¢ do sprzedajacego o numerze 1, zatem to on dokona trans-
akcji. Drugie dobro zostanie sprzedane piatemu kupujacemu w chwili T, = 3,06
po cenie 1,88. Ten kupujacy zglosi sie do sprzedajacego o numerze 2, zatem to on
dokona transakcji. Trzecie dobro zostanie sprzedane 6smemu kupujacemu w chwili
T, = 4,41 po cenie 4,25. Ten kupujacy zglosi si¢ réwniez do sprzedajacego o numerze
2, zatem to on dokona transakcji. Stad sprzedawca o numerze 1 sprzeda dobra za
kwote 1,1, czyli otrzyma premi¢ w wysokosci 0,11. Sprzedawca o numerze 2 sprzeda
dobra za kwote 1,88 + 4,25 = 6,13, czyli otrzyma premie w wysokosci okoto 0,61

Podsumowujac, zaproponowana strategia nie faworyzuje zadnego ze sprzedaw-
céw, gdyz Srednia premia kazdego z nich jest taka sama. Niemniej przy jednokrot-
nym zastosowaniu zaproponowanego rozwigzania ich premie sa rézne.

Przyklad 3.2. Zal6zmy teraz, ze mamy trzech sprzedawcéw i trzy dobra na sprze-
daz, a pozostale zalozenia sg takie jak w przyktadzie 3.1. Wowczas tacznie sprzedaw-
cy zarobig réwniez

122 1366
In(11)+ ln(E) + ln(%) =6,12.

Jednak w tym przypadku kazdy z nich $rednio wypracuje dla firmy 6,12 / 3 =
2,04. Stad kazdy ze sprzedawcéw otrzyma $rednio premie w wysokos$ci 0,204 Samo-
chody, tak jak poprzednio, zostang sprzedane w momentach 7,~, 7}, 7 odpowied-
nio po cenie nie nizszej niz 7 (T 13 ), 72 (T 23 ), YT 33 ).

1 1 1

Jak jednak wyglada sytuacja z jednokrotnego zastosowania tego modelu?

W tym przyktadzie rozwazamy trzech sprzedawcéw. Z tabelki widzimy, ze pierw-
sze dobro zostanie sprzedane trzeciemu kupujagcemu w chwili 7'; = 2,65 po cenie 1,1.
Ten kupujacy zglosi sie do sprzedajacego o numerze 1, zatem to on dokona trans-
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akcji. Drugie dobro zostanie sprzedane pigtemu kupujagcemu w chwili T = 3,06 po
cenie 1,88. Ten kupujacy zglosi sie do sprzedajacego o numerze 3, zatem to on do-
kona transakcji. Trzecie dobro zostanie sprzedane 6smemu kupujacemu w chwili T
= 4,41 po cenie 4,25. Ten kupujacy zglosi sie do sprzedajacego o numerze 3, zatem
to on dokona transakcji. Stad sprzedawca o numerze 1 sprzeda dobra za kwote 1,1,
czyli otrzyma premi¢ w wysokosci 0,11. Sprzedawca o numerze 2 nie sprzeda zad-
nego dobra, czyli otrzyma premie w wysokosci 0. Sprzedawca o numerze 3 sprzeda
dobra za kwote 1,88 + 4,25 = 6,13, czyli otrzyma premie w wysokosci okoto 0,61.

Przyklad 3.3. Zal6zmy teraz, ze mamy trzech sprzedawcéw i dwa samochody na
sprzedaz, a pozostale zalozenia sg takie, jak w przykladzie 3.1. Teraz sprzedawcy
tacznie zarobig

122
In(11)+In(25) =4.11.
W tym przypadku kazdy z nich $rednio wypracuje dla firmy 4,11/ 3 = 1,37. Stad
kazdy ze sprzedawcéw otrzyma $rednio premi¢ w wysokosci 0,137. Samochody zo-
stang sprzedane w momentach 7;?, 772, gdzie

o7 = () =inf{n21:G, 2 1 (T,)},

it =7 (1+7?) =inf{n 2 7° +1: G, 2 y'(T,)}
odpowiednio po cenie nie nizszej niz y*(T' 12 ), YT 22 ).
1 1
Jak jednak wyglada sytuacja z jednokrotnego zastosowania tego modelu?

W tym przykltadzie rozwazamy dwoch sprzedawcéw. Z tabelki widzimy, ze pierw-
sze dobro zostanie sprzedane pigtemu kupujagcemu w chwili T = 3,06 po cenie 1,88.
Ten kupujacy zglosi sie do sprzedajacego o numerze 2, zatem to on dokona trans-
akcji. Drugie dobro zostanie sprzedane 6ésmemu kupujgcemu w chwili T, = 4,41 po
cenie 4,25. Ten kupujacy zglosi sie réwniez do sprzedawcy o numerze 2. Stad sprze-
dawca o numerze 1 nie sprzeda zadnego dobra, czyli otrzyma premie w wysokosci
0. Sprzedawca o numerze 2 sprzeda dobra za taczng kwote 1,88 + 4,25 = 6,13 czyli
otrzyma premie w wysokosci okoto 0,61. '

4. Podziekowania

Chciatabym serdecznie podzickowaé prof. nzw. dr hab. Elzbiecie Ferenstein za
dyskusje dotyczace modelu prezentowanego w niniejszym artykule oraz prof. dr.
hab. Andrzejowi Nowakowi za pytanie dotyczace Pareto-optymalnoSci zapropono-
wanej strategii, ktére doprowadzito do twierdzenia 3.2.
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Niniejsza praca jest wspétfinansowana: z grantu Ministerstwa Nauki i Szkol-
nictwa Wyzszego N N201 367236; przez Unie Europejska w ramach Europejskiego
Funduszu Spotecznego, projekt ,Program Rozwojowy Politechniki Warszawskiej”;
ze $rodkéw Europejskiego Funduszu Spotecznego i Budzetu Pahstwa w ramach Zin-
tegrowanego Programu Operacyjnego Rozwoju Regionalnego, Dzialania 2.6 ,Re-
gionalne Strategie Innowacyjne i transfer wiedzy” projektu wlasnego Wojewddztwa
Mazowieckiego ,Mazowieckie Stypendium Doktoranckie”.

5. Dodatek

W tej czeSci pracy przedstawimy Scisty dowdd twierdzenia 3.2. W tym celu zde-
finiujmy M; (k) = {(¢",...,7°): 7',...,7* eM", 1< ¢! <... < 7"}, gdzie M* jest dyskretnym
zbiorem skonczonych momentéw zatrzymania wzgledem filtracji {Gn}neﬁo'
Lemat (Krasnosielska, 2011, lemat 7.8)

k k
SUP(A,..k )EMT(k)E(ijlGTj )=supl ok )eMl(k)E(z_,-:lG,j )-

Dowdd twierdzenia 3.2. Zalézmy, ze istnieje ¢ e D" takie, ze V(@) 2V (p),i = 1,
2, ..., m i co najmniej jedna z nieréwnosci jest ostra. Wowczas

m m k
V@) > Y =2y = sup  EG,+.+G )=
i=1 i=1 =1 (7o TFYeM, (k)
= sup E(GT1 +...+ G‘[k ), 9)

(e TFyeM; (k)
gdzie powyzej wykorzystali$my zaleznosci (8) i (3) oraz powyzszy lemat. Zauwazmy,
ze z definicji oczekiwanej wyptaty i-tego sprzedawcy otrzymujemy
m k
YV =EQGCs ()<  sup  E(G+...+G ),
i=1 =7 ()M ()

co tacznie z (9) daje sprzecznosé.
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