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WSPOMAGANIE DECYZJI W OBSZARZE
WYZNACZANIA TRAS POJAZDOW
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Streszczenie: Problem wyznaczania tras pojazdoéw jest znany juz od 1959 ro-
ku. Od tego czasu rozwazono wiele réinych wersji tego zadania, a takze opraco-
wano wiele algorytmow jego rozwiqzywania. Wraz 7 rozwojem nowych koncepcji
w zakresie zarzqdzania przedsigbiorstwem w obszarze planowania tras weigZ po-
jawiajq sie nowe wymagania.

W pierwszej czesci artykutu zostaly przedstawione klasyczne sformutowania
problemu wyznaczania tras pojazdéw oraz wybrane metody jego rozwigzywania.
Nastepnie w czgsci drugiej zaprezentowano glowne, zdaniem autora, kierunki roz-
woju modeli wyznaczania tras pojazdéw. W czesci tej przedstawiono takze nowe
propozycje metod ich rozwiqzywania wraz z ocenq ich skutecznosci. Jako pierw-
szy kierunek przedstawiono zagadnienie wyznaczania tras przeptywu zapaséw
okreslane czgsto jako zarzqdzanie zapasami sterowane przez dostawce. Nastgpnie
rozwazono zagadnienie wyboru dostawcy ustug transportowych w warunkach
roznych taryf transportowych. Jako ostatnie zaprezentowano zagadnienie wyzna-
czania tras pojazdéw w wielopoziomowych sieciach dystrybucyjnych.

Stowa kluczowe: problem wyznaczania tras dostaw, problem wyznaczania tras
zapasow, uzupelnianie zapasow sterowane przez dostawce, optymalizacja dyskretna.

DECISION SUPPORT MODELS FOR VEHICLE ROUTING PROBLEMS

Abstract: Research in the field of vehicle routing problem started in 1959. For
more then 50 vyears a lot of versions of this problem have been considered and
many solution methods have been developed. Unfortunately new management
concepts continuously put out the challenge to vehicle routing researchers.

Presented paper is divided into two parts. In the first part the classical vehicle
routing formulations and their solution methods were presented. In the second
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part the three main directions of advance are identified and briefly described. The
new solution approaches to finding solution to the new variants of vehicle routing
problem are proposed and tested. Firstly we conduct new solution methods to
inventory routing problem. Then the common case of the vehicle routing problem
in different distribution tariff environment is analyzed. Lastly the vehicle routing
problem in multiechelon distribution networks is considered.

Keywords: vehicle routing problem, inventory routing planning, vendor
managed inventory replenishment, optimization.

1. Problem wyznaczania tras pojazdéw

Problem wyznaczania tras pojazdow (ang. vehicle routing problems — VRP) okresla
obszerng grupe zagadnien optymalizacji dyskretnej. Stanowi on generalizacje po-
wszechnie znanego w teorii optymalizacji problemu komiwojazera (ang. traveling sa-
lesman problem — TSP) - jednego z najstarszych probleméw optymalizacji na sieciach.
Sposéb wyznaczenia optymalnej trasy komiwojazera przycigga uwage badaczy
od wielu lat, a sam problem istnienia trasy rozwazano juz w XIX wieku.

Zadanie komiwojazera polega na odwiedzeniu dokladnie raz kazdej z wybranych
miejscowosci, a nastepnie na powrocie do miejscowosci, w ktorej rozpoczeto podroz.
Znane sg koszty przejazdu miedzy kazda para miast. Droga komiwojazera powinna
by¢ zaplanowana w taki sposob, aby koszt podrézy byt jak najmniejszy. Dla danej sie-
ci odwzorowujacej obszar, po ktérym porusza sie komiwojazer, oraz przy zalozeniu,
ze wagi krawedzi reprezentujg koszt przejazdu, problem komiwojazera mozemy zde-
finiowac¢ jako znalezienie w sieci cyklu Hamiltona o najmniejszej wadze. Problem ko-
miwojazera mozna sprowadzi¢ tez do zagadnienia programowania liniowego. Dla
sieci G = (V, E) charakteryzowanej przez macierz wag W = [w,] problem komiwoja-
zera zapisa¢ mozna jako zadanie:

mind > wx, [1]

eV jev
przy warunkach

z X + 2 X; =2 dla kazdegoj e V (2]

3% eV
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22)91_ g|S|—1 dla kazdego ScV,S# [3]
ieS jeS
x; € {03 dla kazdego i,j e V (4]

Symbolem x; oznaczono zerojedynkowa zmienng decyzyjna, ktéra przyjmuje war-
tos¢ 1 wowczas, gdy krawedz (i, j) jest w rozwigzaniu, 0 za$ w pozostatych przypad-
kach. Symbol |S| oznacza moc zbioru S. Ograniczenie [2] zapewnia, ze kazda miej-
scowo$¢ zostanie odwiedzona doktadnie raz. Niestety, warunek ten nie wyklucza
przypadkow, gdy droga komiwojazera nie jest cyklem Hamiltona (rysunek 1), lecz
sktada si¢ z kilku niepotgczonych ze soba cykli (rysunek 2).

Rysunek 1. Spéjna (dopuszczalna) Rysunek 2. Niesp6jna (niedopuszczalna)
trasa komiwojazera trasa komiwojazera

Zrédto: Opracowanie whasne. Zrédto: Opracowanie whasne.

Niezbedne jest wiec dodatkowe ograniczenie [3] zapobiegajace powstawaniu wie-
lu cykli. Jednym ze zbioréw S dla przyktadu z rysunkéw 11 2 jest zbiér S71={1, 2, 3}.
Liczba krawedzi taczacych wierzchotki tego zbioru wynosi 2 w przypadku rozwigza-
nia poprawnego, natomiast dla rozwigzania niedopuszczalnego jest réwna 3. Prawa
strona ograniczenia jest dla obu przypadkéw taka sama i wynosi 2. Tak wiec rozwia-
zanie sktadajace sie z kilku cykli zostanie odrzucone, gdyz nie spetnia warunku [3].

Bardzo czesto spotykang odmiang problemu komiwojazera jest przypadek, dla
ktérego sie¢ transportowa jest nieskierowana (macierz wag jest wtedy symetryczna,
czyliw; = w; dla kazdego i, j € V). Wynika to z faktu, ze w wielu zastosowaniach ma-
cierz wag reprezentuje odleglosci, ktére dla wiekszosci przypadkow sg takie same bez
wzgledu na to, w ktérym kierunku porusza si¢ komiwojazer.

W miare wzrostu popularnosci oraz w zwigzku z sukcesami w rozwigzywaniu pro-
blemu komiwojazera coraz czesciej podejmowano proby zastosowania tej grupy mo-
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deli do rozwigzywania zagadnief bardziej skomplikowanych. To, ze problem komiwo-
jazera ma wiele zastosowan, jest bezdyskusyjne, jednak w realizacji procesu dystrybu-
cji czesto korzysta sie z wiecej niz jednego $rodka transportu.

Jednym z pierwszych krokéw, w tym kierunku, bylo zdefiniowanie na poczatku
lat 50. problemu m-komiwojazeréw. Problem ten polega na wyznaczeniu tras dla wig-
cej niz jednego komiwojazera. Rozwigzaniem problemu m-komiwojazeréw nie jest
cykl Hamiltona, lecz m cykli, z ktérych kazdy rozpoczyna sie i koficzy w okreslonym,
tym samym dla wszystkich komiwojazeréw, miescie. Dodatkowo zaktada sie, ze komi-
wojazer nie moze odwiedzac¢ miast obstuzonych przez innych podréznikéw.

Klase zadan VRP mozemy okresli¢ jako zagadnienia optymalizacji polegajace
na wyznaczeniu rozwigzania problemu m-komiwojazeréw z uwzglednieniem dodat-
kowych, zaleznych od konkretnego zadania warunkéw. Jako pierwsi zagadnienie z tej
klasy pod nazwa problemu rozdzialu pojazdéw (ang. truck disptching problem) sfor-
mutowali Dantzig i Ramser (Dantzig, 1959). Kolejna pionierska praca to artykut Ba-
linskiego i Quandta (Balinski, 1964), w ktérym autorzy zaproponowali model progra-
mowania liniowego dla VRP.

Najprostszg odmiang zadania z klasy VRP jest wyznaczanie tras pojazd6w z ogranicze-
niem pojemnosci (ang. capacitated vehicle routing problem — w skrocie CVRP), gdzie jedy-
nym dodatkowym warunkiem jest ograniczenie zapewniajace, ze suma zaméwien odbior-
cow dla kazdej trasy nie przekroczy zadanej fadownosci pojazdu. W CVRP dana jest sie¢
G = {V, E}, gdzie zbiér wierzchotkéw V jest zbiorem odbiorcéow N = {1, .., n} powiek-
szonym o element odpowiadajacy dostawcy oznaczony jako {0}. Dostawca dysponuje
zbiorem K = {1, ..., k} pojazdéw, kazdy o tadownosci C. Popyt kazdego odbiorcy i ozna-
czony przez g; musi zosta¢ w pelni zaspokojony przez doktadnie jedng dostawe. W dal-
szych rozwazaniach przyjeto, ze S° = SU{0} oraz N° = N U{0} . Sie¢ transportowa G
jest reprezentowana przez macierz wag oznaczong jako W = [w,], gdzie i, j € (0, ..., ). Do-
datkowo zapis #(S) oznacza liczbe pojazdéw niezbedng do obstugi odbiorcow ze zbioru S.

Celem zagadnienia CVRP jest wyznaczenie zbioru k niepustych tras o minimalnej
tacznej dtugosci przy warunku: suma zapotrzebowan odbiorcéw na zadnej z tras nie
moze przekroczy¢ tadownosci pojazdu C.

Sformutowania liniowe zadan z klasy VRP mozna podzieli¢ na dwie podstawowe
grupy. Sa to: modele przeptywu pojazdéw (ang. vehicle flow models) oraz modele po-
dziatu zbioru klientow (ang. set partitioning models).

W modelach z pierwszej grupy zerojedynkowa zmienna decyzyjna okresla, czy kra-
wedz okreslona na wierzchotkach i oraz j zostata uzyta w rozwigzaniu. Sg one najcze-
$ciej stosowane w przypadku klasycznych zadan VRP, gdzie koszt rozwigzania wyzna-
cza si¢ jako sume wag odcinkéw uzytych w rozwigzaniu. Liczba zmiennych decyzyj-
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nych w tego typu modelach wynosi nie wigcej niz n?, natomiast liczba ograniczen ro-
$nie wyktadniczo wraz ze wzrostem n (gdzie n oznacza liczbe miast w zadaniu).

W modelach podziatu zbioru klientéw zerojedynkowa zmienna decyzyjna odpo-
wiada trasie dopuszczalnej i okresla, czy uzyto ja w rozwigzaniu. W przeciwienstwie
do metod przeplywu pojazdéw modele te zawierajg n ograniczen, ale liczba zmien-
nych decyzyjnych ro$nie wyktadniczo wraz ze wzrostem n.

W dalszej czgsci, w celu prezentacji podstawowych cech poszczegélnych grup mo-
deli, opisano tylko wybrane, uznane za najbardziej reprezentatywne, sformutowania.
Szczegbtowy prezentacje modeli VRP zawierajg m.in. prace (Golden, 1988) oraz (La-
porte, 1987).

1.1. Modele przeptywu pojazdow

Podstawowym modelem zaliczanym do grupy modeli przeptywu pojazdéw jest
tzw. model tréjindeksowy (Golden, 1988). Model przedstawiony wzorami [5]-[10] zo-
stal opracowanym na podstawie propozycji Goldena. Zmienng decyzyjng oznaczono
jako xllj‘ Przyjmuje ona wartosci 0 lub 1. Warto$¢ 1 oznacza, ze odcinek (i, j) nalezy

do trasy pojazdu k, w przeciwnym wypadku zmienna xi']f przyjmuje warto$¢ 0.

min > > w, > (5]

ieN® jeN® keK

przy zalozeniach

ZZXT+ZZX:‘| =2 dla kazdegoj e N [6]

ieN©® keK ieN° keK

xS K =2 dla kaidego <€ K (71
ieN© jeN® me N

D Xo+ D x5 =2 dla kazdego k € K 8]
ieN jeN

ZZZ)QIFZI’(S) dla kazdego Sc N,S=J [9]
igS jeSkeK

x €{0,3 dla kazdego i€ N°, je N ke K [10]
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Ograniczenie [6] zapewnia, ze kazdy odbiorca zostanie odwiedzony doktadnie raz.
Cigglosc¢ trasy dla kazdego pojazdu zostata zapewniona dzieki ograniczeniu [7]. Jesli
pojazd dojezdza do danego odbiorcy, to musi go opusci¢. W przypadku wierzchotka
dostawcy liczba krawedzi zaréwno wchodzacych, jak i wychodzacych dla kazdego po-
jazdu musi wynosi¢ 1. Zapewnia to ograniczenie [8] dla krawedzi wchodzacych
do wierzchotka dostawcy oraz wychodzacych z wierzchotka dostawcy.

Ograniczenie [7] zapewnia, ze dla kazdego pojazdu krawedzie wybrane do rozwia-
zania tworzg cykle. Nie wyklucza jednak przypadkéw, gdy trasa dla jednego pojazdu
nie jest jednym cyklem, lecz sktada si¢ z kilku niepotaczonych ze sobg (niespéjnych)
tras. Analogicznie jak w przypadku TSP, niezbedne jest wiec dodatkowe ograniczenie
[9], zapewniajgce sp6jnosé tras w rozwigzaniu oraz nienaruszenie warunku fadowno-
$ci pojazdu. Jest ono okreslane jako ograniczenie fadownosci i odcieé (ang. capcity-
-cut constraints — CCCs).

1.2. Modele podziatu zbioru odbiorc6w

Pierwszym sformutowaniem z grupy podzialu zbioru odbiorcéw jest wspomniana
juz wezesniej propozycja Balinskiego i Quandta (Balinski, 1964). NiechH =1{Z,, ..., Z }
oznacza zbior wszystkich mozliwych tras spelniajacych warunki zadania, W].* okresla
wagg trasy Z. Niech a; oznacza wspélczynnik okreslajacy przynaleznos¢ odbiorcy
i do trasy j. Przyjmuje on warto$¢ 1, jesli odbiorca i jest obstugiwany w trasie j lub 0
w przeciwnym przypadku. Zmienna decyzyjna x; przyjmuje wartos¢ 1 wtedy i tylko wte-
dy, gdy trasa j nalezy do rozwigzania. Propozycje w postaci modelu programowania li-
niowego prezentujg wzory [11]-[14].

min )’ wix [11]
=1
przy warunkach
Zaﬂ X =1 dla kazdegoi e N [12]
=1
j=
X € {0,1} dla kazdegoj =1, .., m [14]
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Ograniczenie [12] zapewnia, ze kazdy odbiorca bedzie uwzgledniony w rozwigza-
niu dokladnie raz. Natomiast warunek [13] zapewnia, ze w rozwigzaniu uzytych be-
dzie doktadnie k tras.

W przypadku tego sformulowania liczba zmiennych ro$nie wykladniczo wraz ze
wzrostem 1, co przy duzych wartosciach n znacznie utrudnia jego rozwigzanie. R6w-
niez przygotowanie takiego modelu nie jest proste, poniewaz wyznaczenie wagi wj* dla
kazdej trasy wymaga rozwigzania problemu komiwojazera. Z drugiej strony model ten
jest bardzo elastyczny. Umozliwia juz na etapie budowy modelu (generowania tras)
uwzglednianie wielu dodatkowych ograniczen i odrzucanie tras niedopuszczalnych.

Przy opracowywaniu metod rozwigzywania VRP, a takze przy ich analizie i testo-
waniu, wykorzystuje sie pewng grupe zadan nazywanych zadaniami testowymi (ang.
test instances). Podstawowym celem ich uzycia jest umozliwienie poréwnywania wy-
nikéw generowanych przez rézne algorytmy. Dodatkowo rozwigzania zadania testo-
wego mozna uzy¢ do oceny jakosci relaksacji problemu generowanej przez wybrany
algorytm. W przypadku zadan kombinatorycznych poréwnanie algorytméw przez
sprawdzenie ich na zadaniach testowych zastepuje teoretyczne dowody ich efektyw-
nosci. W tym celu tworzy sie zbiory zadan testowych, ktére maja czesto swe zrédlo
w praktyce lub zostaly zaproponowane przez ekspertéw.

1.3. Zastosowania

Mimo ze punktem wyj$cia w modelowaniu VRP (jak sama nazwa wskazuje) jest sa-
mochodowa dystrybucja towaréw, liczne zastosowania nie ograniczajg sie tylko
do pojazdow i dystrybucji towaréw. W tabeli 1 przedstawiono wybrane zastosowania
VRP w praktyce. Wyboru dokonano w taki sposéb, aby pokaza¢ zaréwno najczesciej
spotykane (gléwne) zastosowania VRP, jak i pojedyncze pomysly wykorzystania opi-
sywanych modeli, $wiadczace o ich szerokich mozliwo$ciach aplikacyjnych.

Tabela 1. Wybrane zastosowania VRP

Srodek

Lp. Zrodio Zastosowanie
transportu

dystrybucja produktow o 11 000 odbiorcow

1 | Gourley 1998 firmy Pepsi-Cola, Kanada pojazdy o skrocenie czasu dostawy
» 1500 odbiorcow (dostawa w zadanym przedziale
dystrybucja produktow czasowym)
2 | Sfiligoj 1997 | spozywczych firmy pojazdy o 100 pojazdéw 10 typow
Anheuser-Busch, USA o redukcija tras o okoto 5-7% (48 000 mil rocznie)

o skrocenie czasu wyznaczania tras
o redukcija liczby pojazdow o 20%
pojazdy « dostosowanie pojazdow do ulic

o wyrownanie tras

odbiér $mieci z terenu

8 | Greczyn 1997 | iata Philadelphia
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Tabela 1. Wybrane zastosowania VRP

Zrodto Zastosowanie srodek

transportu
) odbior $mieci z terenu ) o dziennie okofo 25 000 ton
4 | Bletrami 1974 miasta Nowy Jork pojazdy o rozne czestotliwosci wizyt
Adenso-Diaz dystrybucja produktow o 19 dystrybutoréw (kazdy okofo 5-10 dostawcow)
5 1998 mleczarskich, pojazdy o 1 dostawca obstuguje okoto 1500 klientow
pétnocna Hiszpania o skracono trase kazdego z odbiorcow o okofo 10%
o obstuga 14 000 odbiorcow w 19 centrach
6 |Mans 1997 dystrybucja produktow pojazdy dystrybucyjnych

Mayfield Diary Farms, Ateny o zachowano dtugosci tras przy zwigkszeniu
liczby obstugiwanych odbiorcow
» wymagania czasowe (dystrybucja od 4.30;
dystrybucja pojazdy, musi sig zakoriczy¢ o 6.30 rano)
The Morning Courier, USA | trasy piesze |e dzienna optymalizacja tras
» wykorzystanie GIS
pojazdy, o obsfuga skrzynek na ulicach (podwajny przejazd)
trasy piesze |e dokfadne modelowanie tras pieszych

7 | Golden 1977

8 |Golden 2002 |Euro Press, Europa

rozmieszczenie boi

9 |Cline 1992 statki
ochronnych na morzu
) obstuga platform )
10 |Fiala 1992 wiertniczych, Nigeria helikoptery
transport odpadkow )
11 |Larson 1988 komunalnych barki
. planowanie tras pojazdy, « 900 pacjentow, 294 pielegniarki
12 |Rich 1999 . h 4 - Ve
pielegniarek trasy piesze |e zmienny czas obstugi pacjenta

Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie literatury.

2. Metody rozwigzywania probleméw wyznaczania tras pojazdow

Metody rozwigzywania VRP podzieli¢ mozna na 3 grupy. Pierwszg grupe stanowig
metody polegajace na zastosowaniu klasycznej metody podzialu i ograniczen (ang.
branch and bound) - stosowanej z sukcesami w przypadku TSP. Druga grupa to me-
tody polegajace na bezposrednim rozwigzywaniu sformulowan programowania linio-
wego VRP. Podstawowe metody z tej grupy to metoda podziatu i cie¢ (ang. branch and
cut) dla modeli przeptywu pojazdéw oraz metoda generowania kolumn (ang. column
generation) dla modeli podzialu zbioru odbiorcéw. Ostatnia grupa to bardzo liczna
grupa metod konstrukcyjnych, ktérych dziatanie polega na konstruowaniu rozwigzan
wedlug pewnych przestanek, ktorych przestrzeganie w akceptowalnym czasie pozwo-
li uzyska¢ poprawne rozwigzania.

2.1. Metody podzialu i ograniczen

Rozwigzywanie problemu metodg podziatu i ograniczen jest procesem przeszuki-
wania drzewa, w ktorym gtéwny wezel (tzw. korzen) odpowiada rozwigzywanemu
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problemowi, a pozostate wezly to podproblemy zbudowane przez dodanie jednego lub
kilku ograniczen do problemu oryginalnego. Drzewo to bedziemy nazywaé¢ drzewem
poszukiwania. Generowanie kolejnych pozioméw drzewa poszukiwania odpowiada
kolejnym podziatom zbioru rozwigzan.

Analiza drzewa poszukiwania realizowana jest w sposéb dynamiczny, tzn. dla
wszystkich podprobleméw odpowiadajacych dodawanym do drzewa weztom oblicza-
ne jest dolne ograniczenie, a do dalszego przegladu wybierane sg wezly, dla ktérych
warto$¢ dolnego ograniczenia jest najnizsza.

Pierwszym algorytmem z tej grupy jest propozycja Christofidesa i Eliona z 1969
roku (Christofides, 1969). W istocie jest to modyfikacja metody podziatu i ograniczen
rozwigzywania TSP, ktéra opracowana zostala przez Little’a i innych (Little, 1963).

W poczatkowym etapie tego algorytmu VRP jest przeksztalcany do TSP. W tym ce-
lu do problemu pierwotnego dodawanych jest k — 1 wierzchotkéw, tzw. sztucznych do-
stawcow. Modyfikacji wymaga macierz wag. Niech N = {1, ..., n} oznacza zbiér we-
zléw odbiorcéw w problemie wyjsciowym, a N, = {n + 1, ..., n + k — 1} niech ozna-
cza zbiér wezldéw odpowiadajacych sztucznym dostawcom. Wagi istniejacych krawe-
dzi pozostajg bez zmian. Wagi krawedzi taczacych nowe wezly z weztami odbiorcow
sg rowne wagom krawedzi taczacych wezet dostawcy problemu wyjsciowego z tymze
weztem odbiorcy. Wagi krawedzi taczacych dodane wezly dostawcéw z weztem do-
stawcy problemu wyjSciowego wynosza +oo. Ma to zapewniaé niekorzystanie z bez-
posrednich polgczen pomiedzy dostawcami. Rozwigzanie tak postawionego TSP,
przy zalozeniu, ze kazdy wezel sztucznego dostawcy jest koncem jednej trasy, a po-
czatkiem nastepnej, jest réwniez rozwigzaniem VRP.

Propozycja Christofidesa i Eliona polega nie tylko na innym sposobie przedstawie-
nia VRP, ale réwniez na rozbudowaniu oryginalnego algorytmu o procedury spraw-
dzania dopuszczalno$ci rozwigzania oraz o procedury redukcji drzewa poszukiwania
wykorzystujace zatozenia VRP. Eksploracja wybranego wezta nie jest kontynuowana,
gdy zachodzi jeden z ponizszych warunkéw:

* Taczne zapotrzebowanie na jednej trasie przekracza catkowitg tadownosé¢ pojaz-
du, gdy zbiér krawedzi wybranych do rozwigzania tworzyt jedng lub wigcej tras,

* laczne zapotrzebowanie nienalezgcych do rozwigzania odbiorcéw przekracza
tadownos¢ pojazdéw nieprzydzielonych do tras.

Metode rozwigzywania VRP wykorzystujaca podzial wg krawedzi zaproponowat
takze Miller (Miller, 1995). Do wyznaczania krawedzi ograniczajacej zbior rozwiazan
na kolejnych poziomach drzewa poszukiwania korzysta on z grafu rozwigzania relak-
sacji b-skojarzenia. Jesli biezace rozwigzanie zawiera $ciezke nienalezaca do zadnej
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trasy i konczy si¢ ona przyktadowo wezlem v, to do podzialu zbioru rozwigzan wybie-
rana jest krawedz incydentna z wierzchotkiem v w grafie rozwigzania relaksacji b-
-skojarzenia. W pozostatych przypadkach (gdy rozpoczynano budowe drzewa poszu-
kiwania lub gdy rozwigzanie zawieralo jedna lub kilka tras) do podziatu zbioru roz-
wigzan wybierano krawedz taczaca wierzcholek dostawcy z wierzchotkiem odbiorcy
nienalezgcym do rozwigzania cze$ciowego o najwiekszym zapotrzebowaniu. Dodat-
kowo, oprécz dwéch standardowych wezléw drzewa poszukiwania (tzn. jednego od-
powiadajacego rozwigzaniom zawierajacym wybrang krawedz oraz drugiego odpo-
wiadajacego rozwigzaniom niezawierajagcym wybranej krawedzi), w drzewie tworzo-
ny jest dodatkowo trzeci wezet odpowiadajacy trasie zawierajacej jednego odbiorce
(czyli dwukrotnie zawierajacy wybrang krawedz).

Kolejna propozycja z tej grupy to algorytm Fishera (Fisher, 1988). Sposéb podzia-
tu zbioru odbiorcéw zalezy (analogicznie jak w przypadku metody Millera) od tego,
czy w rozwigzaniu czeSciowym istnieje $ciezka nienalezaca do zadnej trasy. W przy-
padku, gdy rozwigzanie cze$ciowe nie zawiera takiej Sciezki, to wykorzystuje sie kla-
syczny podzial wedtug krawedzi. Do podzialu wybierana jest krawedz taczaca wierz-
chotek odpowiadajacy nieobstugiwanemu odbiorcy o najwiekszym zapotrzebowaniu
z jego najblizszym i nieobstugiwanym sgsiadem.

W sytuacjach, gdy w rozwigzaniu czeSciowym istnieje $ciezka nienalezaca do zad-
nej z tras dla jednego z dwoch koncowych wierzchotkéw, przyjmijmy j, wybierany jest
pewien p-elementowy zbiér P wierzchotkéw odpowiadajgcych nieobstugiwanym od-
biorcom powiekszonym o wierzchotek dostawcy. Drzewo poszukiwania rozbudowuje
sie przez dodanie p + 1 wezléw. Pierwszych p wezléw odpowiada rozwigzaniom za-
wierajacym kolejno krawedz (j, k), gdzie h € P. Ostatni dodany wezel odpowiada roz-
wigzaniom, ktére nie zawierajg zadnej z krawedzi (j, h), gdzie h € P.

2.2. Metody rozwigzywania sformulowan programowania matematycznego

W tej czeSci zostang przedstawione gtéwne aspekty stosowania metody podziatu
i cie¢ (ang. branch and cut) stuzacej do rozwigzywania modeli przeptywu pojazdow.
Szczegbdlows jej prezentacje zawieraja m.in. prace Blasum, 2000; Carrara, 1997; Pad-
berg, 1991 oraz Thienel, 1995.

Klasyczny algorytm podziatu i ograniczen, stuzacy do rozwigzywania zadan pro-
gramowania calkowitoliczbowego (w skrécie IP), realizuje proces optymalizacji
w dwoéch powtarzanych fazach. W pierwszej z nich jest rozwigzywane zadanie pro-
gramowania liniowego (w skrdcie LP), utworzone na podstawie zadania IP przez usu-
nigcie ograniczen catkowito$ci zmiennych. Jesli warto$ci zmiennych w rozwigzaniu
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zadania LP sg calkowite, to sg one réwniez rozwigzaniem zadania IP. Jesli jednak do-
wolna zmienna decyzyjna, przykladowo xe, przyjmuje warto$¢ rzeczywistg w, to
na podstawie zadania LP tworzone sa dwa inne zadania. Pierwsze z nich powstaje
przez rozszerzanie zadania LP o gérne ograniczenie zmiennej x, (tj. X, < LW_]), w drugim

natomiast dodawane jest dolne ograniczenie zmiennej x, (tj. X, > [w]). (zapisy |w] oraz

[w] oznaczaja odpowiednio najwigksza liczbe catkowita nie wigksza niz w oraz naj-
mniejszg liczbe catkowitg nie mniejszg niz w). Zadania te sa nastepnie rozwigzywane.
Proces optymalizacji powtarzany jest tak dlugo, az w rozwigzaniu LP warto$ci wszyst-
kich zmiennych decyzyjnych beda catkowite.

Metoda ta nie moze by¢ zastosowana do rozwigzywania sformutowania przeptywu
pojazdéw ze wzgledu na bardzo duza liczbe ograniczen zapewniajacych spdjnosé tras
rozwigzania. Realizacja metody podziatu i cie¢ rozwigzywania VRP wykorzystuje spo-
strzezenie, ze nie wszystkie ograniczenia w rozwigzaniu optymalnym sa aktywne. Za-
klada ona modyfikacje polegajaca na usunieciu z modelu przeplywu pojazdéw
(w skrécie IPVRPY) zaréwno ograniczen catkowito$ci zmiennych, jak i calej grupy ogra-
niczen gwarantujgcych sp6jnos¢ rozwigzania. Otrzymany model okreslmy w skrocie
jako LPVRP1, Jesli wartosci zmiennych decyzyjnych w rozwigzaniu zadania LPVR?! uzy-
skanego przez zastosowanie klasycznego algorytmu podziatu i ograniczen bedg catko-
wite, to wymagane jest dodatkowo sprawdzenie, czy trasy rozwigzania sg spéjne. To
zadanie realizujg tzw. algorytmy separacji (ang. separation algorithms). Gdy trasy roz-
wigzania nie sg spdjne, wéwczas procedura wskazuje naruszone ograniczenie. Naru-
szone ograniczenie jest uwzgledniane w zadaniu LPYR"!, a cale zadanie rozwigzywa-
ne ponownie. W pozostalych sytuacjach realizacja metody jest zakonczona. Proces
ograniczania powtarzany jest tak diugo, az rozwigzanie LPVRP! nie bedzie naruszalo
ograniczen zaréwno catkowito$ci zmiennych, jak i spéjnosci tras.

Sformutowania VRP w postaci liniowego modelu podziatu zbioru odbiorcéw cha-
rakteryzujg si¢ rosnacg wykladniczo w miare wzrostu wielko$ci problemu liczba
zmiennych decyzyjnych. Z tego powodu zastosowanie klasycznych metod rozwigzy-
wania zadan programowania liniowego nie jest mozliwe juz dla sieci transportowych
sktadajacych sie z 30 odbiorcow.

Podstawg algorytméw z tej grupy jest odpowiednia technika rozwigzywania linio-
wej relaksacji modelu podziatu zbioru odbiorcéw VRP (w skrocie LPVRP?). Modele te
charakteryzuja si¢ bardzo duza liczbg zmiennych, tak wiec w pierwszym kroku roz-
wigzywania LPVR”2 uwzgledniany jest tylko wybrany podzbiér zbioru wszystkich tras.
Model uwzgledniajacy tylko pewne trasy oznaczono jako RPRP2, Nastepnie w celu
sprawdzenia, czy uzyskane rozwigzanie RPVR"? jest rozwigzaniem optymalnym réw-
niez dla LP"RP?, wykorzystuje sie technike generowania kolumn. Na podstawie anali-
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zy warto$ci zmiennych dualnych wyznaczane sg trasy, ktérych uwzglednienie w RPVEP
spowoduje zmniejszenie warto$ci funkcji celu. Jesli taka trasa istnieje, dodawana jest
do RP"R?2 a4 zadanie rozwigzuje sie ponownie. Cale postepowanie konczy sie, gdy nie
istnieje trasa, ktérej uwzglednienie w RPYR*? zmniejszy warto$¢ funkcji celu.

Najbardziej skomplikowane w tego rodzaju algorytmach jest wyznaczenia trasy,
ktorej dodanie do rozwigzania pozwoli na zmniejszenie jego dlugosci i jest okreslany
jako problem generowania kolumn (ang. column generation problem). Zagadnienie to
jest trudne do rozwigzania, gdyz nalezy do grupy NP-trudnych. Propozycje algoryt-
moéw rozwigzywania tego problemu w modelach VRP zawieraja m.in. prace Agar-
wal, 1989; De Backer, 2000; Desrochers, 1992 i Hadjiconstantinou, 1995.

2.3. Konstrukcyjne metody rozwigzywania

Najbardziej rozpowszechniong metodg rozwigzywania VRP w opisywanej grupie
jest niewatpliwie podejscie Clarka i Wrighta (Clark, 1964) - czesto nazywana algoryt-
mem oszczedzania (ang. savings algortihm). Podejscie to takze doczekalo sie najwiek-
szej liczby modyfikacji i rozszerzen. Na poczatku procedury przyjmowane jest rozwia-
zanie skladajgce si¢ z pojedynczych tras do wszystkich odbiorcéw. W kolejnych itera-
cjach zmniejszana jest dlugo$¢ rozwigzania przez faczenie wybranych tras. W tym ce-
lu wprowadza sie polgczenie bezposrednie pomigdzy konicowym lub poczatkowym
odbiorca jednej trasy a konicowym lub poczatkowym odbiorcg drugiej. W kazdym kro-
ku rozwazane sg wszystkie mozliwe tgczenia. Do rozwigzania jest wprowadzane po-
laczenie, ktérego uzycie gwarantuje uzyskanie najwiekszego skrécenia rozwigzania.

Do metody tej wprowadzono wiele modyfikacji. Gaskell (Gaskell, 1967) analizowat
rézne sposoby mierzenia spadku kosztu w wyniku potaczenia dwoéch tras. Badat on
poziomice miar oszczedzania, gdyz ich ksztalt jest zalezny od przyjetego sposobu po-
miaru. W wyniku tych analiz zaproponowat nowe przestanki wyboru taczonych tras.

Takze Yellow (Yellow, 1970) zaproponowat modyfikacje tego podej$cia przez zdefi-
niowanie tzw. ogélnej wartosci spadku kosztu. W podejsciu tym wykorzystuje si¢ para-
metr ksztaltu poziomicy. Jesli parametr ten przyjmie warto$¢ 1, to wzér Yellowa przyj-
muje posta¢ klasycznego wzoru Clarka i Wrighta, dla warto$ci 2 jest rownoznaczny
z jedng z propozycji Gaskella. Wzrost wartosci tego parametru powoduje, ze przy wy-
borze taczonych tras wiekszy wplyw bedzie miata bezposrednia odleglo$¢ miast, po-
miedzy ktérymi zostanie wprowadzone polgczenie bezposrednie. Teoretycznie para-
metr ksztattu moze przyjmowaé dowolne warto$ci. Yellow dobieral jego warto$¢ w cza-
sie licznych préb i pokazal, ze przez dobranie odpowiedniej jego warto$ci mozna uzy-
ska¢ poprawe rozwigzan generowanych przez klasyczne algorytmy oszczedzania.
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Kolejna zmiana sposobu taczenia tras to propozycja Paessensa (Paessens, 1988),
ktory zdefiniowal tzw. parametryczng funkcje oszczedzania (ang. parametrical savings
function). Jako kolejng wartos¢ uwzgledniang w taczenie tras Paessens proponuje uzy-
cie wartosci bezwzglednej réznicy pomiedzy odleglo$ciami analizowanych punktéw
od centrum dystrybucji. Przyktadowo - jesli jedno z miast jest oddalone od centrum za-
opatrzenia, drugie natomiast lezy blisko centrum, to wprowadzenie bezposredniego
polaczenia miedzy takimi miastami moze by¢ dobra operacja, mimo ze wartos¢ kla-
sycznej miary bedzie mata. Paessens powtarzat dziatanie algorytmu wiele razy. Za kaz-
dym razem stosowal rézne warto$ci parametréw yz przedziatu 0 <y <3 oraz n z prze-
dzialu 0 <7 < 1. Zmiany te powodowaly, ze otrzymywane rozwigzania byly rézne.

Altinkemer i Gavish (Altinkemer, 1991) zaprezentowali modyfikacje algorytmu
oszczedzania taczaca w jednej iteracji kilka tras. Pierwszym rozwigzaniem jest zbior
tras do pojedynczych klientéw. Nastepnie w kazdej iteracji algorytmu biezace rozwia-
zanie czeSciowe jest przedstawiane jako graf, w ktorym wezly reprezentujg istniejace
trasy. Krawedzie grafu facza wezly odpowiadajace mozliwym do polgczenia trasom.
Wadze krawedzi grafu nadaje si¢ warto$¢ miary oszczedzania uzyskanej w przypadku
polaczenia tras, ktérym odpowiadaja polaczone tg krawedzig wezly. Dla tak skonstru-
owanego grafu wyznacza si¢ skojarzenie o maksymalnej wadze. Zbior krawedzi wy-
znaczonego skojarzenia okresla, ktére trasy powinny zostaé¢ potagczone w rozwigzaniu.
Niestety, duzym mankamentem tego algorytmu jest jego zachowanie si¢ w sytuacji, gdy
taczna ilo$¢ towaréw przewozonych na kazdej trasie osiggnie warto$¢ wieksza niz C /
2 (potowa tadownosci pojazdu). W tym przypadku zadne z tras nie zostang polaczone,
a rozwigzanie bedzie dalekie od optymalnego. Wyeliminowanie tego problemu autorzy
uzyskuja przez wprowadzenie dodatkowych weztéw (tzw. sztucznych tras) do pomoc-
niczego grafu, dla ktérego wyznaczane jest skojarzenie o maksymalnej wadze. Powo-
duje to, ze podczas pojedynczej iteracji liczba faczonych tras spada.

Ostatnig prezentowang modyfikacjg algorytmu oszczedzania jest propozycja War-
ka i Holta (Wark, 1994). Podobnie jak w poprzedniej metodzie, do wyznaczenia zbio-
ru faczonych tras wykorzystano skojarzenie o maksymalnej wadze. Procedura rozpo-
czyna si¢ rowniez od rozwigzania skladajacego si¢ z pojedynczych tras do wszystkich
odbiorcéw. Podstawowa réznica w dziataniu tego algorytmu w stosunku do propozy-
cji Altinkemera i Gavisha polega na dopuszczeniu przypadkéw, w ktérych po potacze-
niu dwdch tras otrzymujemy nie jedna, lecz dwie (inne niz wyjSciowe) trasy.

Kolejne bardzo rozpowszechnione podejscie konstrukcyjne rozwigzywania VRP to
tzw. algorytm sweep. Metoda ta jest stosowana w przypadku graféw planarnych. Do-
puszczalne bloki podziatu tworzy si¢ na podstawie odleglosci katowej odbiorcéw
od dostawcy. Nastepnie do wyznaczania tras wykorzystywane sg metody rozwigzywa-
nia TSP. Algorytm ten jako pierwszy zaproponowali Wren i Holliday (Wren, 1972), ale
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poniewaz metoda ta zostala gtéwnie rozpowszechniona dzigki pracy Gilleta i Millera
(Gillet, 1976), im przypisuje si¢ jej autorstwo. Algorytm rozpoczyna dziatanie od wy-
brania wolnego pojazdu. Nastepnie sposrdéd odbiorcéw nieuwzglednionych jeszcze
w rozwigzaniu wybierani sg odbiorcy rosngco wedtug kata nachylenia prostej prze-
chodzacej przez wierzchotek odbiorcy i wierzchotek dostawcy do osi OX. Jesli przy-
dzielenie kolejnego odbiorcy spowodowaloby naruszenie dowolnego warunku zada-
nia, biezaca trasa zostaje zamknigta, a kolejni odbiorcy przydzielani sa do nowego po-
jazdu. Po przydzieleniu wszystkich odbiorcéw do rozwigzania nastepuje procedura
wyznaczenia rozwigzania TSP dla kazdego bloku oddzielnie.

Ostatni algorytm to propozycja Fishera i Jaikumara (Fisher, 1981). Polega ona
na zastosowaniu podczas generowania podzialu zbioru odbiorcéw rozwigzania zada-
nia przydzialu. W pierwszym kroku tej procedury sposréd wierzchotkéw odbiorcow
wybieranych jest k wierzchotkéw, ktére w dalszej czesci beda petnily funkcje tzw. kon-
centrator6w blokéw (ang. seed vertices). Nastepnie rozwigzywane jest zadanie przy-
dzialu, w ktérym rozwaza si¢ k agentéw (pojazdy) i n zadan (odbiorcy VRP). Niezbed-
ne iloéci zasobéw dla zadan w zadaniu przydziatu sg takie same, jak zapotrzebowanie
odbiorcéw problemu wyjsciowego. Zasoby agentéw odpowiadaja tadownosci pojaz-
déw. Dodatkowo przyjmuje si¢, ze zadania nie mogg by¢ realizowane przez wigcej niz
jednego agenta. Rozwigzanie zadania przydziatu okresla podzial odbiorcéw. Algo-
rytm konczy wyznaczenie optymalnej trasy przejazdu dla kazdego bloku podziatu po-
wiekszonego o wierzchotek dostawcy.

3. Zagadnienie wyznaczania tras pojazdéw w laficuchach dostaw

Wraz z rozwojem nowych koncepcji w zakresie dystrybucji towaréw, takich jak za-
rzadzanie zapasami przez dostawce (ang. vendor managed inventory replenishment
w skrécie VMI), a takze z powigkszaniem zakresu zainteresowania z pojedynczego
przedsiebiorstwa na wiele przedsiebiorstw tworzacych tancuch dostaw przed metoda-
mi wyznaczania tras pojazdow, sa stawiane nowe wymagania. Stosunkowo dobrze
przeanalizowane metody rozwigzywania klasycznego VRP wymagaja kolejnych roz-
szerzen 1 modyfikacji tak, aby mozliwe byto ich stosowanie w nowych sytuacjach. Ko-
nieczne jest takze stwierdzenie zasadnosci stosowania metody optymalizacyjnych dla
nowych zagadnien oraz ich mozliwosci i ograniczen. Analiza literatury pozwala zi-
dentyfikowaé 3 podstawowe kierunki rozwoju opisywanego obszaru. Jako pierwszy
wymieni¢ nalezy wspomniane juz wcze$niej zagadnienie VMI, ktére taczy w sobie po-
dejmowanie decyzji dotyczace zaréwno planowania tras, jak i sterowania zapasami.
Druga grupa zagadnien to problematyka wyboru dostawcy ustug transportowych. Ja-
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ko ostatni kierunek nalezy wymieni¢ wyznaczanie tras dostaw w wielopoziomowych
sieciach dystrybucyjnych.

3.1. Zarzadzanie zapasami sterowane przez dostawce

Zarzadzanie zapasami sterowane przez dostawce (ang. vendor managed inventory
replenishment) to przykltad koncepcji, ktéra dotyczy co najmniej dwdch przedsie-
biorstw. Strategia ta polega na przeniesieniu odpowiedzialnosci za sterowanie pozio-
mem zapasow u odbiorcy z odbiorcy na dostawce. Odbiorca w tej koncepcji nie skla-
da zaméwien (tak jak w klasycznych strategiach) tylko ustala maksymalny poziom
magazynu dla surowcéw objetych VMI. W zamian za przejecie tego zobowigzania do-
stawca ma mozliwo$¢ okreslania wielko$ci oraz terminéw dostaw. Poprawnie wdro-
zone VMI gwarantuje zwiekszenie efektywnosci zaréwno po stronie odbiorcy (zmniej-
szenie kosztow sterowania zapasami), a takze po stronie dostawcy (zmniejszenie kosz-
tow dystrybucji poprzez mniejsze ograniczenia podczas jej planowania) — (Bell, 1983),
(Hannon, 2005), (Mongelluzzo, 1998) i (Waller, 1999).

Problem dostawcy w koncepcji VMI doczekat sie licznych modeli badan operacyj-
nych oraz kilku metod ich rozwigzywania. Na gruncie badan operacyjnych zagadnie-
nia te sg okreslane jako problemy wyznaczania tras przeptywu zapaséw (ang. inven-
tory routing problem IRP).

W IRP jest rozwazana powtarzajaca si¢ dystrybucja jednorodnego produktu od do-
stawcy do n odbiorcéw w zadanym horyzoncie planowania T. Dzienne zuzycie u, kaz-
dego odbiorcy jest znane. Ponadto kazdy odbiorca dysponuje magazynem o pojemno-
$ci C, przeznaczonym do sktadowania dystrybuowanych towaréw, a jego stan w cza-
sie 0 (na poczatku analizy) wynosi I.. Dostawca dysponuje jednorodnym taborem m
samochodéw, kazdy o pojemnosci Q, umozliwiajacych dystrybucje produktu. Celem
jest minimalizacja kosztéw dystrybucji w planowanym okresie T oznaczona jako v,
przy zalozeniu, Ze u zadnego odbiorcy nie wystapig braki w magazynie. Rozwigza-
niem problemu IRP jest szczegélowy sposéb dystrybucji towaréw (ilo$¢ oraz terminy
lub warunki wywolania dostaw, a takze trasy dostaw dla poszczegdlnych pojazdéw
w kazdym okresie) okreslany jako strategia uzupetniania zapaséw.

W IRP wyréznia si¢ dwie odmiany strategii uzupelniania zapaséw. Pierwsza z nich
to tzw. strategia czysta. Polega na wyznaczeniu stalych trasy dla pojazdéw. Oznacza to,
ze w sytuacji, kiedy wymagana jest dostawa towaru do jednego klienta, pojazd przejez-
dza swojg stalg trase, dostarczajac produkty wszystkim klientom przypisanym do tej
trasy. Druga odmiana to strategia mieszana, ktéra w odréznieniu od strategii czystej
nie zaktada statych tras dostarczania w analizowanym okresie. Stosowanie wylgcznie
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czystej strategii moze charakteryzowaé sie wyzszymi kosztami, jednak wyznaczenie
najlepszej, czystej strategii jest tatwiejsze od znalezienia strategii optymalne;.

W celu ukazania zlozonosci zagadnien z tej grupy zostang przeanalizowane dwa naj-
prostsze przypadki IRP. Pierwszy z nich to sytuacja, w ktérej dostawca zaopatruje tylko
jednego odbiorce, drugi to zadanie sktadajace sie z dwéch odbiorcéw. Nietrudno za-
uwazy¢, ze w IRP sktadajacym sie tylko z jednego odbiorcy, optymalna strategia uzupet-
niania zapaséw bedzie dostarczanie towaréw w okresie, kiedy ma wystapi¢ ich brak.
Przyjmujac, ze ¢, oznacza koszt dostawy do odbiorcy, utozsamiany czgsto z dtugoscia
trasy dostawy, koszt v, dla tego przypadku mozna wyznaczy¢ za pomocg wzoru [15].

Tu, —|
= O —1 1
V; = max lr in(C.. )“ (o [15]

Jesli zadanie zawiera dwéch odbiorcéw, dostawca ma do dyspozycji dwie czyste
strategie. Pierwsza z nich to dostarczanie towaréw oddzielnie dla kazdego odbiorcy.
Jej koszt bedzie sumg kosztéw oddzielnych dostaw do pierwszego i do drugiego od-
biorcy - wzér [16]. We wzorze symbolem c; oznaczono koszt dostawy do odbiorcy i.

v, =max| 0, _Tu-l ¢, +max| 0, L c, [16]
min(C,,Q) min(C,,Q)

Druga to dostarczanie towar6éw do obydwu odbiorcéw w jednej trasie. Jesli przyj-
miemy, ze TSP(c,, ¢,) oznacza koszt optymalnej trasy dostawy do odbiorcow ¢, ic,, to
koszt takiej strategii okresla wzor [17].

T
V. =max| 0, P(c,c 17
T min(%,%, ul?_uz) (Cl 2) [ ]

Jesli dla omawianego przypadku dopu$cimy uzycie strategii mieszanych to liczba
mozliwych strategii znacznie si¢ zwicksza i zalezy od wielkosci zapotrzebowan po-
szczegblnych odbiorcéw. Przyktadowo - jezeli zuzycie u jednego odbiorcy jest dwa ra-
zy wieksze niz u drugiego, optacalne moze okaza¢ sie wykorzystywanie na przemian
obu strategii czystych.

Problem wyznaczania tras przeplywu zapaséw jest szczegblowo przedstawiony
np. w pracach Campbella i Savelsbergha (Campbell, 2002) oraz Campbella i innych
(Campbell, 1998).
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Pierwsze prace na temat rozwigzywania probleméw wyznaczania tras przeptywu
zapasow zaliczy¢ mozna do podej$¢ okreslanych jako krétkoterminowe, poniewaz za-
gadnienie oryginalne przez silne skrocenie horyzontu planowania (nawet do jednego
dnia) jest sprowadzane do problemu wyznaczania tras pojazdéw. Fundamentalne
w realizacji metod z tej grupy sa procedury okreslajace, ktérzy odbiorcy powinni zo-
sta¢ zaopatrzeni w najblizszym okresie. Nastepnie, po wyznaczeniu zbioru odbiorcéw
s ukladane trasy, ale w sposéb, ktéry ma zmaksymalizowaé wykorzystanie $rodkéw
transportowych. Dziatanie takie wynika gléwnie z postawy asekuracyjnej dostawcy,
ktéry obawia sie, ze w przysztosci moze nie by¢ w stanie zrealizowaé wszystkich wy-
maganych dostaw. Podstawowg wada tego typu podej$¢ sa: tendencja do podnoszenia
stanéw magazynéw, nierdwnomierne wykorzystanie Srodkéw transportowych, a tak-
ze uniemozliwienie poprawy struktury srodkéw transportowych (w niektérych okre-
sach korzysta si¢ ze wszystkich pojazdéw). Przykladami tego typu badan sg prace Gol-
den, 1984; Chien, 1989 oraz Bell, 1983.

Drugi nurt badan to podejscia, w ktérych prébuje sie uwzgledniaé $rednie koszty
stosowania strategii w calym planowanym horyzoncie czasowym - okreslane jako dtu-
goterminowe. Podstawa w ich modelowaniu sg najczesciej stale trasy, ktére w prak-
tycznych zastosowaniach nie zawsze moga by¢ stosowane. Dodatkowo, takze w tym
przypadku, wystepuja pewne wady, z ktorych najistotniejsze to niepelne wykorzysta-
nie fadownosci pojazdéw oraz zwigkszanie liczby realizowanych dostaw.

Problem VRP jest zadaniem NP-trudnym. Uwzglednienie wymagan zwigzanych ze
podejsciem VMI dodatkowo znacznie komplikuje model IRP i sposéb jego rozwiazy-
wania. Uwzgledniajgc powyzsze, podstawowym celem opisanej w dalszej czeSci pro-
by zdefiniowania modelu programowania liniowego IRP jest sprawdzenie mozliwosci
doktadnego rozwigzywania zadan tego typu. Zaprezentowane sformutowanie IRP jest
polaczeniem modelu podziatu zbioru odbiorcéw wyznaczania tras pojazdéw z dys-
kretnym, cyklicznym modelem planowania zapaséw. Modelu podziatu zbioru odbior-
cow zostal wybrany ze wzgledu na mozliwo$¢ doktadnego okreslenia realizowanych
tras. Postepowanie takie jest stosowane w praktyce.

W prezentowanym wzorami [18]-[25] sformutowaniu indeksy i, j oraz  to odpowied-
nio odbiorcy, trasy i okresy. Parametr a;; oznacza analogicznie jak w sformulowaniu
VRP przynalezno$¢ odbiorcy i do trasy j. Przyjmuje warto$¢ 1, gdy odbiorca i jest obstu-
giwany w trasie j oraz 0 w przeciwnym przypadku. Parametry b. oraz w; to odpowied-
nio koszty sktadowania jednostki towaru u odbiorcy i oraz waga trasy j. Symbolem uit
oznaczono zuzycie odbiorcy i w okresie 7. Dodatkowo parametr Q to tadowno$¢ pojaz-
du stosowanego w dystrybucji. W sformutowaniu wykorzystano takze parametr M, kt6-
ry oznacza dodatnig warto$¢ wieksza niz suma zapotrzebowan wszystkich odbiorcéw
w analizowanym horyzoncie. Jest on uzywany w modelu z powodéw technicznych.
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W sformutowaniu wykorzystano trzy grupy zmiennych decyzyjnych. Jako pierwszg
wymieni¢ nalezy grupg binarnych zmiennych x;. Przyjmuja one wartos¢ 1, gdy trasa
j jest realizowana w okresie ¢ oraz 0 w przeciwnym przypadku. Dalej uzyto dwie gru-
py zmiennych zwigzane z zapasami y, oraz z;,. Pierwsza z nich to wielko$¢ zapasu od-
biorcy i w okresie ¢, druga natomiast to wielko$¢ zrealizowanej dostawy do odbiorcy
i w trasie j oraz w okresie ¢.

min[ D wix;, + thyit} [18]
j=1.mt=1.p

i=1.n,t=1..p
i=1.n
Z; —a;Xx;M <0 dla kazdego j =1..m [19]
t=1.p
dla kazd J=1.m 20
< 7
i:mz”t <Q a kazdego t=1.p [20]
Y+ zzijt—di—yi”l:O dla kazdego I=1n [21]
B A ' t=1.p-1
, i=1.n
Y, + 2 z,—d -y, =0  dlakaidego [22]
j=1.m t= p
] =1..m
x, € 0.1} dla kazdego i _1p [23]
y, =0 dla kazdego t=1.n [24]
t=1.p
i=1.n
z, 20 dla kazdego j =1..m [25]
t=1.p

Funkcja celu zapisana wzorem [18] zapewnia minimalizacje facznych kosztéw w ca-
lym horyzoncie planowania. Pierwszy skladnik sumy to koszty dystrybucji, drugi to
koszty magazynowania. Ograniczenie [19] zapewnia polgczenie zmiennych x,17,. Gwa-
rantuje ono, ze dostawy beda realizowane tylko w okresach, w ktérych bedzie wykony-
wana trasa uwzgledniajaca danego odbiorce. Ograniczenie [20] odpowiada za zachowa-
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nie maksymalnej fadownos$ci pojazdu. Wzorami [21] i [22] sg zapisane ograniczenia
gwarantujace ciaglo$¢ polityki magazynowania. I tak ograniczenie [21] gwarantuje cig-
glos¢ w okresach od 1 do p - 1. Natomiast ograniczenie [22], poniewaz przyjeto zaloze-
nie o cyklicznosci dystrybucji, taczy stany z okresu p ze stanami z okresu 1. Ogranicze-
nie [23], [24] oraz [25] to ograniczenia brzegowe zmiennych decyzyjnych x, y oraz z.

Podstawowym problemem w tym sformulowaniu jest proces generowania tras.
Przed rozpoczgciem procesu optymalizacji konieczne jest wygenerowanie wszystkich
tras, sprawdzenie ich wykonywalnosci, a takze okreslenia kosztéw kazdej z nich. Sfor-
mufowanie to jest bardzo elastyczne i stanowi dobrg podstawe do budowania bardziej
zlozonych modeli. Przyktadowo uwzglednienie réznych zapotrzebowan na produkty
w kolejnych okresach czy dopuszczenie heterogenicznego taboru nie stanowi duzego
problemu. Takie zmiany nie wplywaja nawet na wielko§¢ modelu oraz na czas jego
rozwigzywania. Ponadto mozliwe jest stosowanie podej$¢ upraszczajacych model jak
przyktadowo predefiniowane wielkos$ci dostaw. Natomiast duza liczba tras nie jest
jednak problemem, ktéry uniemozliwialby korzystanie z tego sformutowania. Analo-
gicznie jak w przypadku modeli podziatu zbioru odbiorcéw do obstugi tras mozna
uzywacé techniki generowania kolumn, ktérej zastosowanie w przytoczonej grupie mo-
deli znacznie zwigksza rozmiar rozwigzywanych zadan.

Zaprezentowanie sformutowanie zostalo uzyte do przygotowanie heurystycznej
metody wyznaczenia harmonogramu i tras dostaw w 5 okresach w systemie dystrybu-
cyjnym sktadajacym sie z 30 odbiorcéw (Hanczar, 2006). Uzyskane wyniki zostaly po-
réwnane z planami dotyczgcymi tego samego zadania przygotowanymi przez 6 zespo-
téw menedzeréw. Wyniki te przedstawia tabela 2.

Tabela 2. Wyniki symulacji planowanie tras przeplywu zapas6w

Zespot taczna diugos¢  Suma dostarczo- Mag( liczba Wskaznik

tras nych produktow pojazdow [km/szt.]
1. 01 225,77 33200 4 0,0068
2. 02 222,91 29 600 3 0,0075
3. 03 200,71 31458 4 0,0064
4. 04 191,41 30950 3 0,0062
5. 05 202,37 31950 3 0,0063
6. 06 220,95 32000 4 0,0069
1. AVG 210,22 31844 0,0066
8. TR 198,65 32 000 2 0,0062

Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie wynikéw symulacji.

W tabeli 2 zaprezentowano taczng dtugo$é tras (kolumna 3), sume dostarczonych
produktéw (kolumna 4), maksymalng liczbe pojazdéw w okresie uzytg do dystrybucji
(kolumna 5) oraz wskaznik km/szt. (kolumna 6) okreslajacy, ile kilometréw nalezy po-
kona¢ celem dostarczenia jednej jednostki produktu. Pierwsze 6 wierszy tabeli prezen-
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tuje wyniki dla poszczegélnych zespoléw, wiersz 7 to wynik $redni, natomiast w wier-
szu 8 przedstawiono wynik uzyskany za pomocg omawianego tutaj sformutowania.

Analiza wynikéw zawartych w tabeli 2 nie jest jednoznaczna. Powodem tego jest spe-
cyfika problemu wyznaczania tras przeptywu zapaséw, w ktérym wyniki decyzji opera-
cyjnych moga by¢ oceniane dopiero w dlugim okresie. W pierwszej kolejnosci nalezy za-
uwazy¢, ze wynik uzyskany za pomocg metod optymalizacyjnych nie jest, pod wzgledem
dlugosci trasy, rozwigzaniem najlepszym. Najlepszy uzyskany wynik to rozwigzanie za-
proponowane przez zesp6t 04. Jednak duza zaleta tego pierwszego jest fakt, ze we
wszystkich okresach do realizacji dystrybucji sg wykorzystywane tylko dwa pojazdy. Po-
nadto suma dostarczonych produktéw jest rowniez wieksza dla rozwigzania uzyskane-
go za pomocg metod optymalizacyjnych. Stosunek gcznej dlugosci tras do liczby do-
starczonych produktéw, ktéry okresla czes¢ kilometra, jakg pokonano w celu dostarcze-
nia jednej sztuki produktu, w przypadku obu tych rozwigzan sg takie same.

3.2. Wybér dostawcy ustug dystrybucyjnych w warunkach réznych taryf
transportowych

Gwaltowny rozwoj przedsiebiorstw transportowych dziatajacych na podstawie roz-
nych typéw taryf spowodowal pojawienie si¢ zapotrzebowanie na wspomaganie decy-
zji planowania tras z uwzglednieniem réznych taryf transportowych. Z jednej strony
oferta ustug duzych, miedzynarodowych przedsiebiorstw transportowych gwarantuje
niskie ceny. Z drugiej strony male krajowe firmy przewozowe zapewniaja w swoim
- czesto jedynym - odbiorcom wysokg jako$¢ i elastyczno$é $wiadczonych ustug.

Taryfe transportowg okresli¢ mozemy jako wykaz cen za ustugi transportowe wraz
z przepisami ich stosowania. Biorgc pod uwage kryterium sposobu obliczania kosz-
tow dostawy, mozemy wyrézni¢ dwa podstawowe typy taryfy:

* zalezne od odleglosci i wielkosci przesytki,
¢ zalezne od dlugosci trasy przebytej w celu dostarczenia przesytki.

W taryfie pierwszego typu nie uwzglednia sie bezpo$rednio rzeczywistej odlegto-
$ci pokonywanej przez przesytke, lecz dla ujednolicenia i utatwienia rozliczen sg usta-
lane u$rednione stawki transportowe zalezne od wagi przesytki oraz od odleglosci po-
miedzy punktami nadania i odbioru. Najkorzystniejsze dla firmy transportowej sg tu-
taj przesytki na trasach o duzym wolumenie. Jednak wybierajac ten typ taryfy, firma
przewozowa zobowigzuje si¢ do realizowania wszystkich nadan. Stad gtéwnym pro-
blemem w stosowaniu taryf tego typu jest wyznaczenia odpowiednich stawek. Czesto
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stosowang praktyka jest tutaj ustalanie stawek na wysokim poziomie. Nastepnie w za-
leznosci od réznych czynnikéw stawki te sg znacznie obnizane dla stalych klientow.

W taryfie drugiego typu koszt przewozu jest bezposrednio zalezny od rzeczywistej
dtugosci trasy, jakg pokonuje $rodek transportu w celu dostarczenia jednej lub wigcej
przesylek. NajczesSciej taryfy takie stosujg najmniejsi uczestnicy rynku ustug transpor-
towych. Sg one tym korzystniejsze im rozproszenie odbiorcéw jest mniejsze, a poziom
zaladowania pojazdu wiekszy.

W przewazajgcej wiekszosci modeli wspomagajacych decyzje transportowe koszt
dostawy jest utozsamiany z dtugoscia przejechanej trasy. Przykladem moze by¢ tutaj
szeroko stosowany model tréjindeksowy przedstawiony w pierwszej czesci opracowa-
nia. Pomijajac trudno$ci w jego uzywaniu, wynikajace z duzych rozmiaréw zadan rze-
czywistych, model ten moze by¢ uzywany wylgcznie w sytuacji, kiedy decydent planu-
je tylko trasy przejazdu i nie musi dodatkowo wybiera¢ jednego z kilku dostawcow
ustug transportowych. Problem staje sie jeszcze bardziej zlozony, gdy analizowani
spedytorzy rozliczajg sie na podstawie réznych typéw taryf transportowych.

Przedstawiona skrétowo zmiana specyfiki probleméw dotyczacych decyzji trans-
portowych wymusza zmiane postaci modeli stosowanych w optymalizacji opisywa-
nych zagadnien. Najbardziej obiecujgcym w nowych warunkach sformutowaniem wy-
daje sie model podziatu zbioru odbiorcéw.

Przedstawiony w pierwszej czeSci opracowania model podziatu zbioru odbiorcéw
mozna okresli¢ jako model wyboru tras. Dopuszczalna tadownosé, diugosé trasy,
a takze odbiorcy obstugiwani w kazdej z nich sg parametrami modelu. Bardzo istot-
ne z punktu widzenia elastyczno$ci modelu jest to, ze nie przyjmuje sie tutaj zadnych
warunkéw dotyczacych tras (spdjnosé tras, cyklicznoéé). To podejscie umozliwia tak-
ze juz na etapie budowy modelu (procesu generowania tras) uwzglednianie wielu do-
datkowych ograniczen i odrzucanie niedopuszczalnych tras.

W celu uwzgledniania w wybranym modelu przesytek dostarczanych wedtug tary-
fy opisywanej wczesniej jako zaleznej od odlegtosci i wielkosci przesytki w modelu na-
lezy rozwazy¢ dodatkowe trasy. W tych trasach przesytki beda dostarczane wytacznie
do jednego odbiorcy, a koszt ich realizacji bedzie réwny oplacie za dostarczenie prze-
sytki. W samym modelu spowoduje to zwigkszenie liczby zmiennych decyzyjnych xj.
Warto$¢ wspolczynnika funkcji celu dla nowych zmiennej xj. bedzie réwna optacie
za dostawe. Natomiast wspotczynnik aij dla nowych tras przyjmie warto$¢ 1 wylacz-
nie w wierszu dotyczacym odbiorcy, do ktérego bedzie realizowana dostawa.

Przesytki, ktorych koszt dostawy wyznaczany jest na podstawie diugosci trasy (czy-
li wedlug drugiego typu taryfy), moga zosta¢ uwzglednione w modelu analogicznie jak
przesylki pierwszego typu, z tg jednak roznicg, ze wspélczynnik aij moze przyjaé war-
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to$¢ 1 w wiecej niz jednym ograniczeniu. Dzieje si¢ tak, poniewaz w jednej trasie mo-
ze by¢ dostarczonych wiecej niz jedna przesytka.

W analizowanym przypadku warto rozwazy¢ dodatkowo ograniczenie dotyczace
zadanej ilosci zaméwionych ustug transportowych. W wielu sytuacjach mozliwo$¢
uzyskania odpowiedniego poziomu cen podczas wspdlpracy przedsiebiorstwa ze spe-
dytorem wymaga zamawiania zlecen transportowych o odpowiedniej wartosci P.

W dalszej cze$ci na podstawie wezesniej przytoczonego sformutowania Balinskiego
i Quandta zostanie zaproponowany model wyznaczania tras dostaw w warunkach r6z-
nych taryf transportowych. Przyjmijmy, z2e H = {Z,, ..., Z , Z  _, .., Z, .} oznacza zbiér
wszystkich mozliwych tras dostaw spetniajacych warunki zadania. Trasy od 1 do m to
trasy optacane wedlug taryfy zalezne od odleglosci i wielkosci przesytki, natomiast tra-
sy od m + 1 do m’ to trasy rozliczane wedtug odleglosci przebytej celem zrealizowania
dostawy. Symbolem w].* oznaczono wagg trasy Zj. Ponadto parametr a;;0znacza przyna-
lezno$¢ odbiorcy i do trasy j. Przyjmuje on wartos¢ 1, jesli odbiorca i jest obstugiwany
w trasie j lub 0 w przeciwnym przypadku. Dla kazdej tras z pierwszej grupy (tj. rozlicza-
nych wedtug odleglosci i wielkosci dostawy) wartos¢ parametru a; moze przyja¢ war-
tos$¢ 1 wylacznie w przypadku jednego odbiorcy. W przypadku tras z drugiej grupy (4.
trasy rozliczane zaleznie od dlugosci) parametr aij moze przyjaé¢ warto$¢ 1 dla wiecej
niz jednego odbiorcy. Zmienna decyzyjna x; przyjmuje warto$¢ 1 wtedy i tylko wiedy,
gdy trasa j jest uzyta. Propozycje modelu dla zagadnienia wyznaczania tras dostaw
w warunkach réznych taryf transportowych prezentujg wzory [26]-[30].

min» wx, [26]
=1
przy warunkach
Zaj X =1 dla kazdegoi e N [27]
-1
Y x = [28]
j=m+1
Y wx =P [29]
=1
x;€{0,1 dla kazdegoj =1, .., m [30]
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Ograniczenie [27] zapewnia, ze kazdy odbiorca bedzie uwzgledniony w rozwigza-
niu dokladnie raz. Natomiast warunek [28] zapewnia, ze w rozwigzaniu uzytych be-
dzie dokfadnie k tras. Ograniczenie [28] w prezentowanym modelu powinno uwzgled-
nia¢ wylgcznie trasy realizowane wedlug drugiego typu taryfy (tj. trasy optacane zgod-
nie z dlugoscig przejazdu). Spowodowane jest to faktem, ze dostawcy rozliczajacy sie
wlasnie w taki spos6b dysponuja ograniczong liczbg pojazdéw i nie mogg zrealizowad
dowolnej liczby trasy. Jesli w zadaniu uwzgledniamy kilku dostawcéw ustug transpor-
towych rozliczanych wedtug drugiego typu taryfy, to opisywane tutaj ograniczenie na-
lezy wprowadzi¢ dla kazdego odbiorcy z tej grupy. Prawa strona ograniczenia bedzie
réwna liczbie tras, jaka moze zrealizowa¢ dany odbiorca.

Przedstawione podejscie jest bardzo elastyczne. Pozwala ono uwzgledniaé nie tylko
dwoch dostawcow ustug transportowych rozliczajacych sie wedlug réznych typéw tary-
fy, ale takze wybiera¢ sposréd wielu dostawcow realizujacych transport wedtug réznych
strategii (duza lub mata liczba odbiorcéw w trasie; uzycie duzych, malych pojazdéw itd.).

Zaprezentowany model zostal wykorzystany w analizie systemu dystrybucji i moz-
liwosci jego rozwoju w jednej z wroctawskich firm produkcyjnych z branzy budowla-
nej. Gwaltowny wzrost zapotrzebowania na jej produktu na terenie catej Polski stat
sie powodem do rozpoczecia przedstawionych dalej analiz (Hanczar, 2008).

Firma korzysta z ustug duzej firmy spedycyjnej, ktéra zapewnia transport jej pro-
duktéw na terenie calego kraju. Koszt realizowanych przez firme spedycyjng ustug
okreslany jest przez dyrekcje firmy jako wysoce zadowalajgcy. Jednak ze wzgledu
na pojawiajace si¢ coraz czeSciej zamoéwienia okreslane jako priorytetowe dyrekcja
rozwaza podjecie wspolpracy z przewoznikiem, ktéry bedzie realizowal przede
wszystkim dostawy priorytetowe zgodnie z ustaleniami firmy. Podstawowymi argu-
mentem za podjeciem wspoélpracy jest che¢ podniesienia jakosci obstugi klientéw
przez wprowadzenie mozliwosci zrealizowania dostawy w okreslonej porze dnia oraz
przez zagwarantowanie zrealizowania dostawy.

W celu poréwnania réznych strategii dystrybucji zdefiniowano 3 warianty dystry-
bucji. Wariant I, w ktérym jedna z paczek (paczka priorytetowa) jest dostarczana
przez nowego przewoznika. Zgodnie z sugestia decydenta za paczke priorytetowa
przyjeto w symulacji przesyltke o najwiekszej wadze. Pozostale paczki sg dostarczane
zgodnie ze standardowymi warunkami. Wariant II to wariant poréwnawczy i odpo-
wiada on stosowanemu obecnie sposobowi dystrybucji. W planowaniu dostaw dla obu
opisanych wariantéw nie byly potrzebne zadne procedury optymalizacyjne. Jako
ostatnio rozwazono wariant III, w ktérym trasa przesytki priorytetowej jest rozszerza-
na o dodatkowych odbiorcéow paczek zwyktych celem zmniejszenia tacznych kosztow
dostaw. Procedura ta uwzglednia ponadto maksymalng tadowno$¢, maksymalng dtu-
go$¢ trasy oraz maksymalng liczbe dostaw w jednej trasie, jakie zostaty ustalone z no-
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wym przewoznikiem. Warto$ci ten w analizowanej sytuacji wynoszg odpowied-
nio 2000 kg, 800 km oraz 5 dostaw. Do wyznaczenia optymalnego planu dostaw
w wariancie IIT wykorzystano podejscie zaprezentowane w tej czesci artykutu.

W wyniki przeprowadzonych analiz dla wybranego okresu 1 miesigca wyznaczono
koszty stosowania kazdego z opisanych wariantéw. Koszty realizacji wariantéw odpo-
wiednio I, IT i ITI wyniosty 11 975 zt, 8 599 zt oraz 11 616 zI. Wartosci te pokazuja, ze
rozszerzenie dystrybucji o obstuge przesylek priorytetowych spowoduje znaczny
wzrost kosztow dostaw. Wida¢ takze, ze oszczednosci wynikajace z ewentualnego 1a-
czonego dostarczania z przesyltka priorytetowg przesylek zwyklych sg nieznaczne.

3.3. Wyznaczanie tras dostaw w sieci wielopoziomowej

W ostatniej cze$ci rozwazymy proces wyznaczanie tras pojazdéw w wielopoziomo-
wej sieci dystrybucyjnej. W praktyce bardzo czesto spotyka si¢ sytuacje, w ktérych do-
stawy realizowane sg za pomocg dwo6ch $rodkéw transportu o réznych tadowno-
Sciach. Im wigkszy dystans, tym bardziej optacalny jest przewéz wickszej liczby towa-
réw jednorazowo. I odwrotnie — im mniejszy dystans i wigksze rozproszenie, tym lep-
sze efekty daje korzystanie ze $srodkéw transportu o mniejszych fadownoSciach.

System dystrybucyjny analizowany w dalszej czeSci rozwazan sktada sie z dwéch po-
ziom6w. Nie ogranicza to jednak ogélnosci prezentowanego dalej rozumowania wytacz-
nie do dwupoziomowej sieci dystrybucyjnej. Przyjeto dodatkowe zalozenie odno$nie
sposobu realizowania dostaw - i tak na pierwszym poziomie systemu dystrybucji towa-
ry sg dostarczane do jednej lokalizacji posredniej (np. regionalnego centrum dystrybu-
cji). Nastepnie na drugim poziomie towary sa rozwozone do odbiorcéw koncowych.
Na poziomie pierwszym realizowane trasy sg trasami wylacznie do jednej lokalizacji,
natomiast na poziomie drugim towary sg dostarczane w trasach do wielu odbiorcéw.
Przyktadowy system dystrybucji w prezentowanej sytuacji przedstawia rysunek 3.

Rysunek 3. Przykladowy dwupoziomowy

{}Oxoﬁqi

Zrédto: Opracowanie whasne.
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Na rysunku 3 okregiem oznaczono centrum dystrybucji, prostokatami z zaokraglony-
mi rogami regionalne centra dystrybucji, natomiast prostokaty odpowiadajg odbiorcom
koncowym. Strzatki prezentujg wykorzystywane polaczenia celem zrealizowania dostaw.

Do wyznaczenia optymalnego planu dystrybucji dla tak przedstawionego systemu
dystrybucji mozna postuzy¢ sie¢ modyfikacja zaprezentowanego wcze$niej modelu
przeplywu pojazdéw dla zagadnienia VRP. W modelu tym analogicznie jak poprzednio
wykorzystano zmienng binarng xi'j‘ , ktorej warto$¢ 1 oznacza, ze odcinek (i, j) nalezy
do trasy pojazdu k, w przeciwnym wypadku zmienna ta przyjmuje warto$¢ 0. Gtéwna
modyfikacja, ktérej celem jest dostosowanie modelu do nowego systemu dystrybucji,
bedzie polegac na podzieleniu zbioru odbiorcéw N na trzy podzbiory. Pierwszy z nich
oznaczony N’sktada sie z jednego elementu, tj. lokalizacji centrum dystrybucji oznaczo-
nego indeksem 0. Kolejny to podzbiér oznaczony N”, ktéry zawiera wszystkie posred-
nie lokalizacje regionalnych centréw dystrybucji. Ostatni zbiér oznaczony jako N'” to
lokalizacje odbiorcow koficowych. Ponadto symbolem N° oznaczono sume wszystkich
trzech wprowadzonych zbioréw, tj. N’, N” oraz N””’. Model wyznaczenia planu dostaw
w dwupoziomowym systemie dystrybucyjnym zapisa¢ mozna wzorami [31]-[38].

miny > w X [31]

ieN® jeN® keK

przy zalozeniach

2 Z)QT + z ZX'J(I =2 dlakazdegoje N’ [32]

ie N"UN" ke K ie N"UN" ke K
2 ZXT + z 2 le(i =2 dla kazdegoj e N” [33]
ie N'ke K ie N'keK
Z ZX: + 2 ZX:(. =2 dla kazdego j e N” [34]
ieN" keK ieN"" ke K
Z)glfn + zqu =2 dla kazdego ke K [35]
ieN° jeNO me NI”
ke K

ko4 kK —4 dla kazdego [36]
i;NO)gm j§°)(r“ ¢ me N"
222){]‘ >r(S) dla kazdego SCc N, SO [37]
i€S jeS keK
)g'j‘e{O,]} dla kazdego ie N°, je N° ke K [38]
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W przedstawionym modelu funkcja celu wyrazona wzorem [31] gwarantuje minima-
lizacje tacznych kosztéw dystrybucji. Ograniczenie [32] zapewnia, ze kazdy odbiorca kon-
cowy zostanie odwiedzony dokladnie raz. Ograniczenia [33] i [34] zapewniajg odpowied-
nio, ze kazdy odbiorca posredni zostanie odwiedzony doktadnie raz w trasach do odbior-
c6w koncowych oraz ze zostanie uwzgledniony w trasie z lokalizacji dostawcy. Cigglos¢
trasy dla kazdego pojazdu zostala zapewniona dzigki ograniczeniu [35] i [36]. Jesli pojazd
dojezdza do danego odbiorcy lub odbiorcy posredniego, to musi go opusci¢ z ta réznica,
ze odbiorcy posredni sg obstugiwani przez 2 pojazdy. Ostatnie ograniczenie [38] zapew-
nia, ze dla kazdego pojazdu krawedzie wybrane do rozwigzania tworzg spéjne cykle.

Analogicznie jak w przypadku zastosowania sformutowania tego typu do rozwigzywa-
nia klasycznego VRP takze tutaj procedura znajdowania rozwigzania wymaga skorzysta-
nia z algorytmu branch-and-cut, ktdry zostal opisany w pierwszej czesci artykutu. Przepro-
wadzone testy obliczeniowe wskazaly, Ze podejicie to pozwala na rozwigzywanie zadan
o podobnej wielkosci co klasyczne zadania VRP. Mozna zatem stwierdzié, ze uwzglednie-
nie dodatkowych pozioméw sieci dystrybucyjnej, w ktérych towary sg dostarczane w do-
stawach bezposrednich nie wplywa znaczaco na trudno$¢ wyznaczenia rozwigzania. Po-
dejscie to nie zostato dotychczas zweryfikowane w zastosowaniu praktycznym.

4. Podsumowanie

Jak pokazano w artykule, problem wyznaczania tras pojazdéw, mimo ze zdefinio-
wany przed ponad p6t wiekiem stanowi wcigz interesujacy obszar badawczy. Z uwa-
gi na silne powigzanie tego zagadnienia z praktyka czesto rozwéj koncepcji w obsza-
rze zarzadzania przedsigbiorstwem wymusza modyfikacje lub rozszerzanie znanych
juz sformutowan VRP. W dalszej kolejnosci pojawia sie konieczno$é opracowania od-
powiednich metod rozwigzywania nowych sformutowan.

W artykule zostaly przedstawione wybrane, najistotniejsze zdaniem autora, kierun-
ki rozwoju modeli w tym obszarze. Oprécz przedstawionych tu gléwnych nurtéw ba-
dan istnieje jeszcze wiele specjalistycznych wersji tego zagadnienia. Poczawszy od bar-
dziej technicznych polegajacych np. na opracowaniu metody rozwiazywania VRP
przez komputery wieloprocesorowe, a skonczywszy na specyficznych aspektach mery-
torycznych, jak planowanie tras stuzacych do radiowego odczytu licznikéw zuzycia ga-
zu, gdzie obok kosztu maksymalizowane jest prawdopodobienstwo odczytu licznikow.

W przypadku przedstawionych w artykule zagadnieni planowania tras przeptywu
zapas6w oraz wyboru dostawcéw ustug transportowych obok propozycji sformuto-
wan zostaly zaprezentowane ich przykladowe zastosowania. Niestety, nie wskazuja
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one jednoznacznie, czy stosowanie modeli optymalizacyjnych jest zasadne. Takie wy-
niki jeszcze bardziej utrudniajg badania w analizowanym obszarze, a szczegdlnie ich
uzycie w praktyce. Jak przekona¢ decydenta do poniesienia czesto wysokich kosztow
wdrozenia modeli decyzyjnych, jesli rozwigzania uzyskane dla zadan testowych jed-
noznacznie nie wskazujg na mozliwo$¢ wysokiego zwrotu z takiej inwestycji. Wylania
sie tutaj nowy istotny obszar badawczy, w ktérym gléwnym celem bedzie opracowa-
nie metod wstepnej oceny efektéw zastosowania algorytméw rozwigzywania VRP.
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