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Streszczenie: Podzial zbioru débr niepodzielnych w sytuaciji, gdy rozdzielane
dobra rézniq sig wartosciq, stwarza wyzwanie zapewnienia rownosci pomiedzy
uczestnikami podziatu. Jednym z najpopularniejszych sposobéw na rozwiqzanie
tego problemu jest uzycie loterii. W niniejszym artykule zaprezentowanych jest sie-
dem wybranych procedur probabilistycznych: losowanie z rozkladu réwnomier-
nego, leksykograficzna procedura réownych szans satysfakeji, procedura réwnych
szans wyboru, core from random endowments, probabilistic serial, top trading
cycles from equal division oraz procedura rownych szans wyboru z nieskoriczenie
duzym czynnikiem k. Niektore 7 tych procedur zawsze prowadzq do tych samych
rezultatéw, co pewna inna procedura, sq zatem wzajemnie réwnowazne. Ponadto
artykut przedstawia wlasnosci formalne tych procedur: porzqdkowq optymalnosé,
optymalnosc¢ ex post oraz mocne i stabe wersje wolnosci od zazdrosci, proporcjo-
nalnosci, stusznosci i odpornosci na indywidualne zachowania strategiczne.

Stowa kluczowe: sprawiedliwy podzial, dobra niepodzielne, procedury pro-
babilistyczne, procedura réwnych szans wyboru, probabilistic serial.

PROCEDURES FOR RANDOM DIVISION
OF A SET OF INDIVISIBLE GOODS

Abstract: In fair distribution of a set of indivisible goods it is problematic
to provide basic equality if the goods differ in value. One of the most popular
solutions to the problems are lotteries. The paper presents seven selected
probabilistic procedures: random distribution, lexicographic procedure of
equal chances of satisfaction, random serial dictatorship, core from random
endowments, probabilistic serial, top trading cycles from equal division and
random priority with infinite k factor. Some of these procedures always lead to the
same result as some other procedure, therefore these procedures are equivalent.
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The formal features of the procedures are also analysed in the paper: ordinal
efficiency, ex post efficiency, and both strong and week version of: envy-freeness,
proportionality, equitability, and individual strategy-proofness.

Key words: fair distribution, indivisible goods, probabilistic procedures,
random priority, probabilistic serial.

1. WSTEP TEORETYCZNY

W $wiecie spotecznym problem sprawiedliwego podziatu ograniczonych zasobéw
jest spotykany niemal na kazdym kroku: podzial ziemi, rozdzielanie spadku miedzy
spadkobiercéw, przydzielanie miejsc na uczelniach, podzial tupéw, przyporzadkowa-
nie miejsc do spania na wspélnym wyjezdzie, ustalanie kolejnosci zwalniania ze stuz-
by wojskowej, przydzielanie organéw do przeszczep6éw. Spoleczefistwa opracowywa-
ly i modyfikowaly mniej lub bardziej udane sposoby rozwigzywania tego problemu
w poszczegblnych kontekstach, niekiedy odwotujac sie do losowania. Choé problem
sprawiedliwego podzialu ma donioste znaczenie praktyczne, jest przedmiotem for-
malnej analizy zaledwie od kilkudziesigciu lat (zob. Kuhn, 1967).

Celem niniejszego artykutu jest zaprezentowanie wybranych probabilistycznych
procedur sprawiedliwego podziatu i zestawienie wlasnosci generowanych przez
nie rozwigzan. Pozwoli to nie tylko na poréwnanie przedstawionych procedur i ich
lepsze zrozumienie. Zaprezentowane zestawienie moze stuzy¢ praktycznym celom,
pomagajac przy udoskonalaniu rozwigzan stosowanych w praktyce do problemu po-
dzialu. Nie wymaga to koniecznie wprowadzania prezentowanych metod jako goto-
wych rozwigzan — mogg one stuzy¢ jako punkty odniesienia w ewaluacji istniejacych
i projektowanych algorytméw podziatu.

Problem podziatu moze dotyczy¢ zaréwno débr podzielnych (np. pieniadze, cia-
sto), jak i niepodzielnych, tj. takich, ktérych nie da si¢ podzieli¢ na mniejsze czesci
(np. mandat poselski, miejsce na uczelni) lub ktérych podzielenie znacznie obnizylo-
by warto$¢é tych débr lub uczynitoby je bezuzytecznymi (np. obraz, samochéd, organy
do transplantacji).

Niniejszy artykul bedzie poswiecony wylacznie problemowi alokacji zbioru
débr niepodzielnych. Ponadto przyjete zostang dodatkowe ograniczenia, czesto
spotykane w literaturze — liczba przydzielanych débr jest réwna liczbie uczestni-
kéw podziatu, a kazdy z nich ma otrzymaé doktadnie jedno dobro. Ponadto zaden
z uczestnikéw podziatu nie jest obojetny miedzy zadnymi spos$réd dzielonych débr.
Poza tym przyjete zostanie zalozenie, ze wszyscy uczestnicy podziatu majg réwne
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uprawnienia do dzielonego zbioru débr, a ocena podziatu jest dokonywana przez
uczestnikéw wylacznie na podstawie tego, co sami otrzymajg. Nawet przy takich
uproszczeniach problem nie jest trywialny. Zatozenia wraz z ich konsekwencjami
zostang oméwione szerzej w sekcji 2.

Alokacja (inaczej podzial deterministyczny) zbioru débr niepodzielnych polega na
przypisaniu débr z tego zbioru do konkretnych uczestnikéw podzialu. W jej wyniku
dobra, ktére byly w tym czy innym sensie wtasnoscig wspélna, staja sie wlasnoscig
prywatng, np. jak w przypadku podziatu majatku przy rozwodzie, rozdzielaniu spad-
ku miedzy spadkobiercéw czy podziale nagréd rzeczowych wygranych druzynowo.

Ujmujac rzecz bardziej formalnie, mamy zbiér uczestnikéw podziatu G i zbiér
débr D. Oznaczmy liczbe uczestnikéw przez n, za$ liczbe débr przez a. Alokacja jest
to funkcja, ktéra kazdemu z débr nalezacych do zbioru D przypisuje uczestnika po-
dzialu (element zbioru G), do ktérego to dobro trafia. Dla danych zbioréw uczestni-
kéw i dobr da si¢ wyznaczy¢ n® réznych alokacji. Zbiér wszystkich mozliwych aloka-
cji bedziemy oznaczaé jako X. Alokacje da sie przedstawi¢ jako macierz o rozmiarach
nXa. W sytuacji, gdy liczba débr jest réwna liczbie uczestnikéw podzialu, macierz
ta bedzie macierzg kwadratowg o rozmiarach nXxn. Element w i-tym wierszu j-tej
kolumny tej macierzy przyjmuje warto$¢ 1 w przypadku, gdy w tym podziale i-ty
uczestnik otrzymuje j-te dobro, oraz warto$¢ 0, jesli go nie otrzymuje.

Uczestnicy podzialu mogg réznié sie ocenami atrakcyjno$ci poszczegélnych débr.
Uwzglednianie tych ocen przy wyznaczaniu alokacji jest wysoce wskazane. Oczywi-
Scie wybor alokacji powinien by¢ w miare mozliwo$ci zgodny z tymi ocenami — raczej
zyczliwy niz ztodliwy. Przyktadowo, je§li mamy do podziatu miedzy dwie osoby bilet
do teatru i zegarek, przy czym pierwsza osoba woli bilet, a druga zegarek, to zapewne
za wlasciwg alokacje uznaliby$my taka, ktéra daje uczestnikom podziatu bardziej lu-
biane przez nich dobro, za$ préba przydzielenia im débr mniej przez nich lubianych
wzbudzitaby uzasadniony sprzeciw.

Oceny atrakcyjnosci dobr dokonywanych przez poszczegélnych uczestnikoéw po-
dziatu sg ujete w profilu preferencji (uzytecznosci porzadkowych). W profilu tym
znajduja sie dokonane przez poszczegélnych uczestnikéw uporzadkowania débr - od
tego, ktére najbardziej chcieliby otrzymaé, do tego, ktére w najmniejszym stopniu
chcieliby otrzymad. Profil taki bedzie podstawa do oceny poszczegdlnych alokacji.
Funkcje, ktéra kazdemu profilowi preferencji przypisuje alokacje, nazwiemy proce-
durg deterministyczna.

Warto podkresli¢, ze profil preferencji (uzytecznosci porzadkowych) zawiera je-
dynie informacje o tym, ktére dobro jest lepsze od ktérego wedlug poszczegdlnych
uczestnik6w, ale nie o tym, jak bardzo dane dobro jest wedtug nich lepsze lub gorsze
od drugiego.
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W niniejszym artykule ograniczymy si¢ do sytuacji, w ktérych uczestnicy podzia-
tu nigdy nie sg indyferentni mi¢dzy dobrami, tzn. Zaden uczestnik poréwnujac pare
débr, nie dochodzi do wniosku, ze jest mu obojetne, ktore z nich otrzyma. W szcze-
g6lnosci oznacza to, ze w zbiorze nie ma dwdch identycznych débr. Preferencje nie-
zawierajace indyferencji nazywamy mocnymi. Omawiane w tym artykule procedu-
ry zostaly zaprojektowane do tego typu sytuacji, cho¢ przynajmniej dla niektérych
z nich istniejg ich rozszerzenia na sytuacje, w ktérych dopuszcza sie indyferencje
(zob. np. Katta i Sethurman, 2006).

Zbiér mozliwych profili preferencji uczestnikéw ze zbioru G na dobrach ze zbioru
D oznaczaé bedziemy przez P,. Pojedynczy profil preferencji ma posta¢ macierzy
rozmiaréw nXa (w przypadku réwnej liczby débr i uczestnikéw podziatu — rozmia-
réw nxn), w ktérej element w i-tym wierszu j-tej kolumny przyjmuje warto$¢ réwna
pozycji, ktérg j-te dobro zajmuje w hierarchii preferencji i-tego uczestnika podziatu,
a wiec 1 - gdy jest to jego ulubione dobro, 2 - gdy jest to jego drugie ulubione dobro,
... 1 warto§¢ a — gdy jest to najnizej cenione przez niego dobro.

Gléwnym problemem w przypadku sprawiedliwego podziatu zbioru débr niepo-
dzielnych jest to, Ze muszg one w catosci trafi¢ do pojedynczych uczestnikéw podzia-
tu. Przy zr6znicowanej wartosci tych dobr moze prowadzi¢ to do razacej nieréwnosci
podziatu. Istniejg dwa podstawowe sposoby radzenia sobie z tym problemem: system
rekompensat pienieznych i loterie.

Procedurom podziatu z systemem rekompensat pieni¢znych poswiecitem dwa ar-
tykuly (Bozykowski, 2011, 2012). Procedury te, mimo licznych zalet, nie zawsze dajg
sie zastosowaé w praktyce. Przede wszystkim moze okaza¢ sie, ze niektérzy uczest-
nicy podzialu nie dysponujg $rodkami wystarczajacymi do wyplaty rekompensat
pienieznych. Uczestnicy podzialu mogg mie¢ takze problemy z wyrazeniem swojej
wyceny wartosci niektérych débr w jednostkach pienieznych. Niekiedy tez na prze-
szkodzie stojg wzgledy etyczne — przy rozdzielaniu niektérych débr osad moralny za-
brania przydzielania ich wedlug tego, ile kto jest gotéw za nie zaptaci¢, np. mandaty
poselskie, miejsca na uczelni, organy na przeszczepy. Wraz z wprowadzeniem trans-
akcji finansowych do pewnych instytucji, moze nastapi¢ zepsucie wypracowanych
w nich pozadanych norm. W niektérych sytuacjach moze to zniszczyé pierwotny cel
istnienia takiej instytucji (zob. m.in. Sandel, 2013).

Alternatywnym rozwigzaniem jest rozdzielanie zbioru débr przy uzyciu loterii.
Latwo jednak zauwazy¢, ze w niektérych sytuacjach podzialu moralny sprzeciw
budzi zar6wno stosowanie rekompensat pieni¢znych, jak i loterie (np. rozdzielanie
mandatéw poselskich miedzy partie, rekrutacja na uczelnie).
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Podobnie jak system rekompensat pienieznych, losowanie ma za zadanie zapobie-
ganie nier6wno$ciom podziatu. Nastepuje to poprzez zastgpienie kazdego dobra nie-
podzielnego dobrem podzielnym - prawdopodobiefistwem otrzymania okre$lonego
dobra niepodzielnego. Zamiast wybiera¢ pojedynczg alokacje, mozna podjaé decyzje
losowo. Nie trzeba jednak koniecznie nadawaé wszystkim alokacjom réwnych praw-
dopodobienstw bycia wybrang. W szczegdlnosci dla niektérych alokacji prawdopo-
dobienstwo to moze by¢ réwne 0.

Loteria na podziatach deterministycznych jest wektorem o liczbie elementéw
réwnej liczbie mozliwych podziatléw deterministycznych. Elementy tego wektora sg
nieujemne i sumujg sie do 1. Wektor ten okreéla, z jakim prawdopodobienstwem zo-
stanie przeprowadzony dany podzial deterministyczny.

Na podstawie loterii na alokacjach mozna wyznaczy¢ macierz prawdopodo-
bienstw. Jest to macierz rozmiaru nxa (w przypadku réwnej liczby débr i uczestni-
kéw podziatu - rozmiaru nx#n). Element w i-tym wierszu j-tej kolumny tej macierzy
jest réwny sumie prawdopodobienstw wylosowania takich alokacji deterministycz-
nych, w ktérych i-ty uczestnik podziatu otrzymuje j-te dobro, a zatem jest réwny
prawdopodobiefistwu tego, ze i-ty uczestnik otrzyma j-te dobro. Suma elementéw
w kazdej kolumnie tej macierzy wynosi 1. W konsekwencji przyjetego zalozenia,
ze kazdy uczestnik ma otrzymac doktadnie jedno dobro, réwniez suma elementéw
w kazdym wierszu tej macierzy wynosi 1.

Rézne loterie na alokacjach mogg prowadzi¢ do identycznych macierzy prawdo-
podobienstw. Odwracajac perspektywe, macierz prawdopodobienstw moze by¢ reali-
zowalna przez wiele réznych loterii na alokacjach.

Procedurg probabilistyczng bedziemy nazywa¢ funkcje, ktéra kazdemu profilowi
preferencji przypisuje macierz prawdopodobienistw.

Ponizej znajduje sie zestawienie wprowadzonych do tej pory oznaczen. Bedg si¢
one wielokrotnie pojawia¢ w dalszej czgsci tekstu:
G - zbidr uczestnikéw podzialuy,
D — zbiér débr,
n - liczba uczestnikéw podziatu, n=#G,
a - liczba débr, a=#D; ze wzgledu na przyjete ograniczenia a=n,

P, - zbiér mozliwych profili preferencji uczestnikéw ze zbioru G na dobrach

ze zbioru D.

Opis niektérych procedur probabilistycznych wskazuje nie tyle na sposéb wyzna-
czania macierzy prawdopodobienistw, co na metode wyboru loterii na alokacjach. Aby
méc poréwnywaé procedury réznigce si¢ pod tym wzgledem, konieczne jest spro-
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wadzenie ich wynikéw do wspdlnej formy. Z twierdzenia Birkhoffa-von Neumanna
wynika, ze kazdg macierz prawdopodobienstw da sie uzyskaé¢ w wyniku jakiejs lote-
rii na alokacjach deterministycznych, jednak dla niektérych macierzy istnieje wigcej
niz jedna taka loteria (zob. np. Lissowski 2008: 213-214, 2013: 206). W tej sytuacji
naturalnym wyborem byto sprowadzanie wynikéw do postaci macierzy prawdopodo-
bienistw. Tym wlasnie podyktowane jest przyjecie w niniejszym artykule takiej a nie
innej definicji procedury probabilistycznej, spotykanej w literaturze przedmiotu (np.
Kesten, 2006: 2; definicja ta jest implicite uzywana m.in. w Bogomolnaia i Moulin,
2001), cho¢ spotyka sie réwniez definicje, w ktérej przeciwdziedzing procedury pro-
babilistycznej jest loteria na alokacjach (np. Kuc, 2000: 171, Lissowski, 2006: 188).

Warto podkreslié, ze rozwigzania losowe mogg zagwarantowaé wszystkim uczest-
nikom podzialu réwnie korzystng sytuacje startowg (réwnosé ex ante) poprzez od-
powiednie przypisanie uczestnikom prawdopodobiefistw otrzymania poszczegélnych
débr, jednak nie moga zapobiec nieréwnosciom w alokacji débr, powstatej w wyniku
przeprowadzonego losowania (nieréwno$¢ ex post). Przyktadowo w sytuacji, w ktérej
mamy dwoch uczestnikéw podziatu i jedno dobro, np. samochdd, to mozemy obu
uczestnikom daé réwng szanse otrzymania dobra (%), jednak dobro to trafi w koficu
do jednego z nich, tworzac nieréwna alokacje — jeden z uczestnikéw podziatu otrzy-
ma samochéd, drugi odejdzie z pustymi rekami.

Procedury probabilistyczne, podobnie jak metody podziatu z uzyciem rekompen-
sat pienieznych, moga wzbudzaé opér w przypadku podziatu niektérych débr. Alo-
kacja pewnych débr w powszechnym odczuciu nie powinna odbywac sie w sposéb
losowy. Przyktadem moze by¢ prawo do opieki nad dzieckiem w przypadku sprawy
rozwodowej. Podjecie podobnej decyzji przy uzyciu rzutu monetg spotkatoby sie z
powszechnym oburzeniem.

W kolejnym rozdziale niniejszego artykutu przedstawie zalozenia rozwazanego
modelu, za§ w nastgpnym - opis siedmiu wybranych procedur probabilistycznych
wraz z obliczeniami na heurystycznych przyktadach, przytocze takze dowody na to,
ze niektére procedury prowadzg zawsze do identycznych wynikéw co pewna inna
procedura. W czwartym rozdziale zaprezentuje definicje wybranych pozadanych
cech podziatu débr oraz wskaze, ktére z procedur omawianych w rozdziale trzecim
spelniajg poszczegblne postulaty. Spelnianie (badZ niespelnianie) tych warunkéw
przez omawiane procedury przedstawie w formie zbiorczej tabeli w podsumowaniu
rozdziatu czwartego. W zakonczeniu oméwi¢ mozliwosci dalszego rozwoju analiz w
omawianej problematyce.
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2. ZALOZENIA MODELU

Zakres rozwazan w dalszej czeSci artykutu zostanie ograniczony do sytuacji spel-
niajacych okreslone warunki wymienione ponizej:
1. Uczestnicy maja mocne porzadkowe preferencje na rozdzielanych dobrach.

2. Uczestnicy sa zainteresowani jedynie tym, z jakim prawdopodobienstwem
otrzymajg jakie dobro oraz jakie dobro do nich ostatecznie trafi w wyniku

losowania. Nie ma dla nich znaczenia, jak zostang rozdzielone pozostate
dobra.

3. Liczba débr jest réwna liczbie uczestnikéw podziatu. Kazdy uczestnik po-
dziatu ma otrzyma¢ doktadnie jedno dobro.

4. Uczestnicy majg réwne uprawnienia do dzielonego zbioru débr.

Ad 1.

Zalozenie o tym, Ze uczestnicy maja mocne preferencje, oznacza, ze zaden z nich
nie uznaje zadnych dwéch débr za jednakowo atrakcyjne, tj. nie jest mu obojetne,
ktére z nich otrzyma.

Ponadto zaktadamy, ze dysponujemy jedynie informacjami o uporzadkowaniu
débr w preferencjach uczestnikéw, ale nie o intensywnoSci checi uczestnikéw do
otrzymania poszczegélnych débr ani nie o preferencjach uczestnikéw na loteriach
przydzielajacych dobra uczestnikom.

Zebranie informacji o preferencjach uczestnikéw podziatu na nieskoficzonym
zbiorze loterii wydaje sie niemozliwe do przeprowadzenia w praktyce. Proces ten jest
mozliwy do przeprowadzenia w skonczonej liczbie krokow, jesli uczestnicy podzia-
tu majg preferencje von Neumanna-Morgensterna (1947; zob. Luce i Raiffa, 1964:
32-35; Lissowski, 2008: 60-62, 2013: 59-62), a zalozenie o wystepowaniu tego typu
preferencji u wszystkich uczestnikéw jest watpliwe — badania psychologiczne wska-
zujg na zauwazalne odstepstwa od tej reguly w realnie wystepujacych preferencjach
(zob. Kahneman i Tversky, 1984).

Jedng z przyczyn tych odstepstw jest stosunek ludzi do ryzyka. Wiekszo$¢ z nich
przejawia awersje do ryzyka, gdy prawdopodobienstwo otrzymania dobra jest duze,
za$ staje sie sklonna do ryzyka, gdy prawdopodobienstwo to jest male (zob. Kahne-
man, 2012: 411-426). W przypadku, gdy do podziatu jest jedno dobro o znacznej
warto$ci (np. dom o wartosci wycenianej przez wszystkich uczestnikéw podzialu na
1000 000 z}), to w sytuacji, gdy uczestnikéw podziatu jest niewielu, np. dwéch, skton-
ni beda sprzedaé¢ dobro nawet za kwote ponizej swoich wycen wartosci tego dobra
i podzieli¢ si¢ pienigdzmi. W przypadku, gdy uczestnikéw podziatu jest bardzo wielu,
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np. milion, beda oni raczej sktonni do uznawania za atrakcyjniejszg malenka szanse
na otrzymanie cennego domu od pewnego zarobku w wysokosci warto$ci oczekiwa-
nej zakltadu (1 zl). Ponadto ludzie wykazuja r6zng sktonnosé¢ do ryzyka w zaleznosci
od tego, czy ewentualny korzystny wynik losowania jest odbierany jako zysk, czy jako
unikniecie straty (Kahneman i Tversky, 1984).

Pomimo ze zaktadamy dostepno$é jedynie porzadkowych preferencji uczestnikow
podziatu, to przyjmujemy jednak, Ze za preferencjami porzadkowymi kryje sie ja-
kas$ intensywnos$¢ tych preferencji. Przeklada si¢ ona na preferencje na loteriach,
choé preferencje te mogg pozostawaé niejawne nawet dla samych uczestnikéw, kto-
rzy mogg nie by¢ przyzwyczajeni do poréwnywania atrakcyjnos$ci loterii. W dalszej
czeSci artykutu bedzie sie zakladaé, ze uczestnicy podziatu posiadajg uzytecznosci
kardynalne w rozumieniu von Neumanna-Morgensterna na rozdzielanych dobrach,
jednak uzytecznosci te nie sg mozliwe do zbadania. Oceniajac wlasnosci procedury,
nalezy uwzglednia¢ wszystkie mozliwe profile uzytecznosci kardynalnych, ktére sg
zgodne z danym profilem preferencii, tj. przypisuja wyzsze uzytecznosci dobrom sto-
jacym wyzej w hierarchii preferencji uczestnika podziatu.

Ad 2.

Zaktadamy, Ze uczestnicy podziatu oceniajg wyniki procedur probabilistycznych
(czyli macierze prawdopodobiefistw), uwzgledniajgc jedynie prawdopodobiefistwa
uzyskania przez nich samych poszczegélnych débr. Na ocene uczestnika nie wplywa
zatem m.in. korzystno$¢ lub niekorzystno$¢ wyniku dla innych uczestnikéw podziatu
(ktérzy moga by¢ przez niego lubiani lub nielubiani) czy ogdlna ocena sprawiedliwo-
$ci wyniku (na temat innych typéw preferencji zob. Lissowski, 2008: 50-53, 57-58,
62-63; 2013: 50-53, 57-58, 62-63).

Ad 3.

Opisywane procedury sg pomyslane jako narzedzie do losowego przydzielania
débr w sytuacji, gdy liczba tych débr jest réwna liczbie uczestnikéw podziatu. Jest
to znaczace uproszczenie, prowadzace do ograniczenia ich stosowalnosci, jednak
pozwalajace unikngé szeregu probleméw. Szczegdlne trudnoéci sprawia sytuacja,
w ktdrej liczba débr jest wieksza od liczby uczestnikéw podziatu. Wéwczas co najmniej
jeden z uczestnikéw otrzymalby wiecej niz jedno dobro. Problem w tym, Ze uzytecz-
nos¢ zestawu débr nie musi by¢ réwna sumie uzytecznosci elementéw tego zestawu.
Wymaga to albo podawania przez uczestnikéw podziatu obszerniejszych informacji
na temat swoich preferencji (np. uporzadkowania wszystkich podzbioréw zbioru débr
wedlug ich atrakcyjnosci), albo przyjecia dodatkowych zalozen na ten temat.
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Duzo tatwiej przystosowaé procedure probabilistyczng do sytuacji, w ktérej débr
jest mniej niz uczestnikéw podziatu. W tym celu mozna utworzy¢ techniczne ,puste do-
bro”, ktérego otrzymanie jest rtownowazne z nieotrzymaniem zadnego dobra. W odré6z-
nieniu od pozostatych débr, otrzymanie ,pustego dobra” przez ktérego$ z uczestnikéw
nie wyklucza mozliwos$ci otrzymania tego ,dobra” réwniez przez innych uczestnikéw
(zob. np. Szaniawski, 1975: 449). Wymaga to jednak pewnych modyfikacji procedur
w celu przystosowania ich do sytuacji wystepowania takiego niewyczerpywalnego do-
bra. Alternatywnym sposobem jest stworzenie odpowiednio duzej liczby wyczerpywal-
nych ,pustych débr”, jednak nie daje si¢ to pogodzi¢ z zalozeniem 1., gdyz uczestnicy
podziatu byliby indyferentni miedzy poszczegélnymi ,pustymi dobrami”.

Wymoég, by kazdy uczestnik podzialu otrzymatl doktadnie jedno dobro, ma na celu
obnizenie poziomu nieréwnoSci powstatych w wyniku losowania. W przeciwnym wy-
padku mozliwa bylaby sytuacja, w ktérej w wyniku losowania wszystkie dobra trafi-
lyby do jednego uczestnika, pozostali za$ odeszliby z pustymi rekami.

Ze wzgledu na réwnoliczno$é zbioru uczestnikéw podziatu i rozdzielanych débr,
alokacje deterministyczne bedg reprezentowane przez macierze kwadratowe nXn.
Skoro kazdy uczestnik otrzymuje doktadnie jedno dobro, to suma elementéw w kaz-
dym wierszu i w kazdej kolumnie tej macierzy wynosi 1. Macierze o tej cesze, ktérej
elementy sg nieujemnymi liczbami rzeczywistymi, nazywa sie macierzami podwdjnie
stochastycznymi. Macierze reprezentujace alokacje deterministyczne sg szczeg6lnym
przypadkiem macierzy podwdjnie stochastycznych — kazdy element tych macierzy
jest rowny 0 lub 1. Przy ustalonym przyporzadkowaniu uczestnikéw podziatu do
wierszy i dobr do kolumn istnieje #! macierzy alokacji deterministycznych. Mozliwe
jest takze przedstawienie alokacji deterministycznej jako wektora o n elementach,
ktérego i-ty element oznacza dobro otrzymane przez i-tego uczestnika podziatu.

Takze macierze prawdopodobiefistw beda przy tym zatozeniu kwadratowymi ma-
cierzami podwdjnie stochastycznymi rozmiaréw nxn. Dla kazdego przypadku przy
n>1 liczba mozliwych macierzy prawdopodobienstw jest nieskonczenie duza.

Ad 4.

Zaktadamy, Ze zaden z uczestnik6w nie ma wiekszego uprawnienia do dzielonego
zbioru débr od innych uczestnikéw, np. ze wzgledu na wieksze zastugi w pozyskaniu
tego zbioru czy blizszy stopien pokrewienstwa ze spadkodawca. Wszystkie procedury
omawiane w niniejszym artykule sa anonimowe, tj. nie biorg pod uwage zadnych
cech uczestnikéw podziatu poza zadeklarowanymi porzadkowymi preferencjami na
rozdzielanych dobrach (por. Kuc, 2000: 169, Lissowski, 2008: 349-350; 2013: 351).
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3. OP1S PROCEDUR

Niniejszy rozdzial zawiera przeglad wybranych probabilistycznych procedur po-
dzialu zbioru débr niepodzielnych. Niektére z nich zawsze prowadza do tych samych
macierzy prawdopodobiefistw co jaka$ inna procedura. Takg pare procedur bedzie-
my nazywaé procedurami réwnowaznymi. Niektére z procedur probabilistycznych
przedstawionych w tym artykule sg sobie réwnowazne. Sitg rzeczy bedg one posia-
dac te same wlasnosci formalne, oméwione w sekcji 4.

Zestawienie procedur wzajemnie rownowaznych pozwala lepiej zrozumie¢ isto-
te poszczegdlnych procedur, podobnie jak zestawienie réznych aksjomatyzacji tych
samych wielko$ci. Ponadto moze mie¢ ono bardzo praktyczne zastosowanie przy
wyborze algorytméw losowania w realnych sytuacjach podzialu - sposréd procedur
prowadzacych do tych samych rozwigzan o pozadanych cechach mozna wybra¢ ta-
kie, ktére jest najpraktyczniejsze ze wzglegdu na inne cechy, np. zrozumialo$é, per-
swazyjno$¢, prostota obliczen.

3.1. Losowanie z rozkladu ré6wnomiernego (LRR)

Losowanie z rozktadu réwnomiernego to najprostsza procedura probabilistycz-
na. Polega ona na wylosowaniu alokacji deterministycznej, przy czym kazda mozli-
wa alokacja ma takie same szanse na bycie wylosowang. W rezultacie kazdemu z n
uczestnikéw podzialu procedura ta przypisuje szanse 1/n na otrzymanie poszczeg6l-
nych débr. W niniejszym artykule taka macierz prawdopodobiefistw bedzie nazywa-
na macierzq réwnych prawdopodobieristw.

Omawiana procedura w ogoéle nie bierze pod uwage preferencji uczestnikéw.
W pewnych specyficznych sytuacjach moze by¢ to uznane za zalete, gdy istnieje po-
trzeba zapewnienia réwnych szans uczestnikom, niezaleznie od ich preferencji (np.
losowanie par w ligach sportowych czy losowanie na poczatku partii szachowej, kt6-
ry gracz bedzie gral bialymi, a ktéry czarnymi), jednak w klasycznym problemie po-
dziatu zbioru débr generalnie jest istotng wada, gdyz nie mozna wykorzysta¢ réznic
w upodobaniach uczestnikéw do wygenerowania rozwigzania korzystniejszego dla
nich. Pomimo tej cechy procedura ta bywa stosowana w praktyce ze wzgledu na pro-
stote, intuicyjno$¢ i trudng do zakwestionowania réwnos$é w traktowaniu uczestni-
kéw podziatu. Moze ona takze stanowi¢ punkt odniesienia dla pozostatych procedur
- mozna zada¢, aby procedura za kazdym razem generowala rozwigzanie, ktore jest
dla kazdego uczestnika nie gorsze niz przy losowaniu z rozkladu réwnomiernego.
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3.2. Leksykograficzna procedura réwnych szans satysfakcji (L-RSS)

Zasada réwnych szans satysfakcji Szaniawskiego (1966, 1975, 1979) wymaga, aby
kazdy uczestnik podzialu mial takie same szanse na otrzymanie dobra znajdujgcego
sie na okres$lonej pozycji w jego hierarchii preferencji, jak pozostali uczestnicy na
otrzymanie débr zajmujacych to samo miejsce w ich hierarchiach preferencji:

Vi,j € G,VkeNk<n: Q) = QUp),

gdzie Q(i,) oznacza prawdopodobienstwo otrzymania przez i-tego uczestnika podzia-
tu dobra, ktére zajmuje k-ta pozycje w jego profilu preferencji.

Dla kazdego profilu preferencji istnieje przynajmniej jedna macierz prawdopodo-
biefistw zgodna z zasada réwnych szans satysfakeji - taka, w ktérej kazdy uczestnik
ma szans¢ réwng 1/n na otrzymanie poszczegélnych débr (czyli macierz réwnych
prawdopodobiefistw, zob. 3.1.). Jak zauwazyl sam Szaniawski, w szerokiej klasie
przypadkow istnieje wigcej macierzy zgodnych z omawiang zasada. Oznacza to, ze
zasada réwnych szans satysfakcji nie musi jednoznacznie wyznacza¢ macierzy praw-
dopodobienstw. Pokazuje to ponizszy przyktad:

Tabela 1
Profil preferencji nr 1
Uczestnicy \ dobra d, d,
'R 1 2
g, 2 1

Dla profilu preferencji nr 1 (Tabela 1) istnieje nieskoficzenie wiele rozwigzan
spelniajacych warunek réwnych szans satysfakeji, przypisujacych obu uczestnikom
szanse rOwng p na otrzymanie wyzej cenionego dobra i 1-p na otrzymanie mniej lu-
bianego dobra.

Zasada réwnych szans satysfakcji nie jest zatem probabilistyczng procedurg we-
dtug definicji przyjetej w niniejszym artykule. Mozna by ja traktowa¢ jako procedure
probabilistyczng w przypadku, gdyby rozluzni¢ definicje i przyjaé, ze przeciwdziedzi-
ng procedur probabilistycznych nie sg podwdjnie stochastyczne macierze prawdopo-
dobienstw, ale niepuste zbiory takich macierzy. Takie podejscie w kontekscie zasady
réwnych szans satysfakcji mozna spotka¢ zaréwno u jej Autora, jak i w pracach péz-
niejszych (Kuc, 2000, Lissowski, 2006).

Aby z zasady réwnych szans satysfakcji uczyni¢ procedure w rozumieniu definicji
przyjetej w tym artykule, nalezy wskazaé sposéb wyboru pojedynczej macierzy praw-
dopodobienstw spo$réd wszystkich macierzy zgodnych z tg zasadg. W niniejszym
artykule proponuje nastepujgca regute leksykograficzna: jesli istnieje wiecej niz jedna
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macierz prawdopodobienstw zgodna z zasadg réwnych szans satysfakcji, to wybiera-
my z nich te macierze, w ktérych prawdopodobiefistwo otrzymania najwyzej cenio-
nego dobra (réwne dla wszystkich uczestnikow) jest najwigksze. Jesli nadal mamy
wiecej niz jedng macierz, to wybieramy z nich te, w ktérych najwieksze jest prawdo-
podobienistwo otrzymania dobra zajmujacego druga pozycje w hierarchii preferencji
itd., az do uzyskania pojedynczej macierzy. Podstawowg zaleta proponowanej reguty
jest jej prostota i intuicyjnos¢.

Powyzszy algorytm zawsze pozwoli wybra¢ dokladnie jedng macierz - jesli po
pierwszym kroku zostata nadal wiecej niz jedna macierz, to macierze te mogg sie
r6zni¢ jedynie prawdopodobiefistwami otrzymania przez uczestnikéw n-1 najmniej
preferowanych débr. Macierze po drugim kroku moga rézni¢ si¢ prawdopodobien-
stwami uzyskania otrzymania przez uczestnikéw #n-2 najmniej preferowanych débr,
itd. Po odpowiednio duzej liczbie krok6w otrzymamy macierze, ktére nie bedg mogly
si¢ r6zni¢ pod zadnym wzgledem, a zatem bedzie to musiata by¢ pojedyncza macierz.

Sposéb obliczania wynikowej macierzy prawdopodobiefistw ilustruje ponizszy
przyktad.

Dany jest rozklad preferencji trzech uczestnikéw podziatu g,, g, i g; na trzech

dobrach d,, d,id,.

Tabela 2
Profil preferencji nr 2
d d, d,
g, 1 2 3
g, 3 1 2
g, 2 1 3

Istnieje 3! = 6 deterministycznych alokacji débr przypisujacych kazdemu uczest-
nikowi po jednym z débr:
A:ld,d, d]
B:[d, d,, d,]
C:ld, d,d)]
D:[d, d, d|]
E:[d, d, d)]
F:ld, d, d,]
Zgodnie z zasada réwnych szans satysfakcji wszyscy uczestnicy podziatu musza
mie¢ réwne szanse na otrzymanie ulubionego dobra. Uczestnik g, otrzymuje swoje
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ulubione dobro w podziatach A i B, uczestnik g, w podziatach A i F, a uczestnik g,
w podziatach B i E. Stad, aby szanse uzyskania ulubionego dobra byly réwne dla
wszystkich uczestnikow, musi zachodzi¢ réwnos¢:

P(A)+ P(B) = P(A) + P(F) = P(B) + P(E).

Aby zapewniona byla réwnos¢ szans otrzymania débr zajmujacych drugie miejsce
w hierarchii preferencji uczestnikéw, musi by¢ spetniona réwnos¢:

P(C) +P(D) =P(B) + P(D) = P(D) + P(F),

Skoro do podziatu sg trzy dobra, a uczestnicy majg réwne szanse na otrzymanie
najwyzej cenionego dobra oraz drugiego najwyzej cenionego dobra, a kazdy uczest-
nik musi otrzyma¢ jakie$ dobro, to szanse na otrzymanie najnizej cenionego dobra
réwniez muszg by¢ réwne.

Z powyzszego uktadu réwnan wynika, ze
P(4) = P(E)
oraz
P(B) = P(C) = P(F).
Poniewaz musi zosta¢ wskazany dokltadnie jeden podzial deterministyczny
P(A)+P(B)+P(C)+PMD)+P(E)+P(F)=1,
co w zestawieniu z dwoma wcze$niejszymi réwnaniami prowadzi do tego, ze
2P(A) +3P(B) + P(D) = 1.

Istnieje nieskonczenie wiele kombinacji prawdopodobienstw spetniajacych te wa-
runki. Kilka przyktadéw mozna znalez¢ w Tabeli 3.

Tabela 3
Przykladowe loterie na podzialach deterministycznych spetniajqce zasade rownych szans
satysfakcji w odniesieniu do profilu preferencji nr 2 (zob. Tabela 2)

Loteria 1 Loteria 2 Loteria 3 Loteria 4 Loteria 5
A:ld, d,, dJ] o 0 0 1/6 1/6
B:[d,, d,, d,] 0 1/3 0 0 1/6
C:[d, d, d) 0 1/3 0 0 1/6
D:[d, d, d)] 0 0 1 2/3 1/6
E:ld,d,d,) Y2 0 0 1/6 1/6
F.ld,, d,, d] 0 1/3 0 0 1/6

Wybér konkretnej loterii sposrdd nich powinien byé podyktowany tym, by byta
ona mozliwie najkorzystniejsza dla uczestnikéw podzialu. Szaniawski zapropono-
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wal, aby wszystkim alokacjom, ktére nie sg optymalne w mocnym sensie Pareto?,
przypisywaé zerowe prawdopodobienistwo wylosowania, jednak wykazat, Ze istnieja
profile preferencji, dla ktérych propozycja ta jest nie do pogodzenia z warunkiem
réwnych szans satysfakcji (1966, 1975, 1979).

W leksykograficznej procedurze réwnych szans satysfakcji nie wystepuje wspo-
mniany wyzej problem niepelnej dziedziny, a wybor rozwigzania mozliwie korzystne-
go dla uczestnikéw odbywa sie poprzez opisang przed chwilg procedure.

Sposrod nieskonczenie wielu loterii spelniajgcych warunek réwnych szans satys-
fakcji, uczestnicy uzyskajg najwyzsze prawdopodobienistwo otrzymania ulubionego
dobra przy wyborze loterii 1. W rezultacie otrzymamy nastepujaca macierz prawdo-
podobienstw:

Tabela 4
Macierz prawdopodobieiistw wygenerowana przez procedure L-RSS na podstawie profilu
preferencji nr 2 (zob. Tabela 2)

d1 d2 d3
g, 1/2 0 1/2
g, 172 172 0
g, 0 12 172

Tabela 5

Prawdopodobiefistwa otrzymania przez poszczegolnych uczestnikow dobr znajdujgcych sie
na okreslonym miejscu w ich hierarchii preferencji przy zastosowaniu procedury L-RSS
dla profilu preferenciji nr 2 (zob. Tabela 2)

najwyzej oceniane dobro drugie najwyzej oceniane dobro najnizej oceniane dobro
g, 1/2 0 1/2
g9, 1/2 0 1/2
g, 1/2 0 1/2

3.3. Procedura r6wnych szans wyboru (RSW)

Procedura ta zostala po raz pierwszy opisana przez Klemensa Szaniawskiego
(1966, 1975, 1979). W literaturze przedmiotu funkcjonuje takze pod innymi nazwa-
mi: random serial dictatorship (zob. np. Abdulkadiroglu i Sénmez, 1998) i random
priority (zob. np. Bogomolnaia i Moulin, 2001; Kesten, 2006, 2009).

2 Alokacja optymalna w mocnym sensie Pareto to taka, dla ktérej nie istnieje inna alokacja, ktéra bytaby nie

mniej korzystna dla wszystkich uczestnikéw podziatu i jednocze$nie bardziej korzystna dla co najmniej jed-
nego z nich.
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W procedurze tej dokonuje sie losowania kolejnosci uczestnikéw podziatu, przy
czym kazda mozliwa kolejno$¢ ma jednakowg szanse na bycie wylosowang. Dla
kazdej kolejnosci uczestnikéw wyznacza si¢ alokacje, ktéra jest konsekwencja jej
i profilu preferencji uczestnikéw. Procedura ta generuje loterie na alokacjach, w kté-
rej prawdopodobienstwo wylosowania danej alokacji jest wprost proporcjonalne do
tego, ile sposréd mozliwych uporzadkowan uczestnikéw prowadzi do tej alokacji.

Wyznaczanie alokacji dla konkretnej kolejnosci uczestnikéw podziatu przebiega
nastepujaco: uczestnicy w wylosowanej kolejnosci wskazujg najwyzej cenione przez
nich dobro sposréd tych, ktére jeszcze nie zostaly wskazane przez innego uczestnika.
Zatem pierwszy uczestnik wskazuje swoje ulubione dobro z calego zbioru n débr,
drugi swoje ulubione dobro sposréd pozostatych n-1 débr itd. Nastepnie kazdemu
uczestnikowi przyporzadkowuje sie wskazane przez niego dobro.

Tabela 6
Profil preferencji nr 3
d d, d, d
g, 1 2 3 4
g, 1 2 3 4
g, 2 1 4 3
g, 2 1 4 3

PrzesledZzmy dzialanie procedury na przykladzie, zakladajac, ze uczestnicy po-
dziatu majg takie preferencje, jak podane w Tabeli 6. Losujemy kolejno$é uczestni-
kéw, przy czym kazde uporzadkowanie uczestnikéw ma takie same szanse na bycie
wylosowanym. Przypusémy, ze wylosowano kolejnos¢ g, g5, g;, g,- Uczestnik g, wska-
zuje swoje ulubione dobro d,. Nastgpnie wyboru dokonuje uczestnik g;. Jego ulubione
dobro d, nadal jest dostgpne, wigc je wskazuje. Potem uczestnik g, wybiera jedno
z dobr. Jego dwa ulubione dobra, d, i d,, zostaly juz wskazane przez uczestnikéw
zajmujacych wyzsze miejsca w kolejce. Sposrdd pozostalych dwéch débr uczestnik
g, woli dobro d;, wigc je wskazuje. Ostatni uczestnik, g,, wskazuje jedyne dobro, jakie
pozostato — d,. Wszyscy uczestnicy otrzymuja wskazane przez siebie dobra.

Powtarzajac algorytm dla wszystkich mozliwych kolejnosci dokonywania wybo-
réw przez uczestnikéw (pamietajac, ze kazde uporzadkowanie jest jednakowo praw-
dopodobne), uzyskujemy macierz prawdopodobienstw przedstawiong w Tabeli 7:
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Tabela 7
Macierz prawdopodobieristw wygenerowana przez procedur¢ RSW na podstawie profilu
preferencji nr 3 (zob. Tabela 6)

d, d, d d,
g 5/12 1/12 5/12 1/12
g, 5/12 1/12 5/12 1/12
g, 1/12 5/12 1/12 512
g, 1/12 5/12 112 5/12

Tabela 8

Prawdopodobieristwa otrzymania przez poszczegolnych uczestnikow dobr znajdujacych sie
na okreslonym miejscu w ich hierarchii preferencji przy zastosowaniu procedury RSW

dla profilu preferencji nr 3 (zob. Tabela 6)

najwyzej drugie najwyzej trzecie najwyzej najnizej
oceniane dobro oceniane dobro oceniane dobro oceniane dobro
g, 5/12 112 5/12 1/12
g, 5/12 112 5/12 1/12
9, 5/12 112 5/12 1/12
9, 5/12 112 5/12 1/12

W omawianym przypadku kazdy uczestnik podzialu ma identyczng szanse na
otrzymanie dobra zajmujacego konkretne miejsce w jego hierarchii preferencji, jed-
nak procedura RSW nie generuje wylacznie takich rozwigzan — np. w sytuacji, gdy
ktéry$ uczestnik najwyzej ceni dobro, ktére jest najmniej cenione przez kazdego z
pozostalych uczestnikéw, to uczestnik ten ma pewnos$¢, ze w wyniku procedury RSW
otrzyma swoje ulubione dobro. Dla pozostalych uczestnikéw prawdopodobienstwo to
moze by¢ jednak mniejsze od 1.

3.4. Core from random endowments (CfRE)

Abdulkadiroglu i Sénmez (1998) opisali procedure zlozong z dwoch etapéw.
Pierwszym jest wylosowanie startowej alokacji z rozktadu réwnomiernego, jak ma to
miejsce w pierwszej z opisanych procedur (zob. 3.1). Zatrzymanie sie¢ w tym punkcie
mialoby wyrazng wade — wylosowane alokacje moga by¢ nieoptymalne, a uczestnicy
podziatu mogliby zyskaé, wymieniajac sie otrzymanymi dobrami. Drugim etapem
omawianej procedury jest wtasnie wymiana débr zgodnie z algorytmem top trading
cycles (TTC), wymyslonym przez Gale'a, a opisanym przez Shapleya i Scarfa (1974).

Przesledzmy dziatanie procedury na przykladzie profilu preferencji nr 3 (zob.
Tabela 6).
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Przypu$émy, ze z rozktadu réwnomiernego wylosowano alokacje startowa, w kté-
rej uczestnik g, wylosowat dobro d,, uczestnik g, - dobro d,, uczestnik g, - dobro d,,
za$ uczestnik g, — dobro d,. Dla tak wylosowanej alokacji przeprowadzony zostaje
algorytm top trading cycles, ktéry przebiega nastepujgco.

Kazdy z uczestnikéw wskazuje na tego uczestnika, ktory jest aktualnie w posia-
daniu jego ulubionego dobra, zatem uczestnicy g, i g, wskazuja na uczestnika g, za$
uczestnicy g, i g, - na uczestnika g,. Powstanie w ten sposéb co najmniej jeden cyk!
co najmniej jednoelementowy. Cyklem i-elementowym nazywamy uktad, w ktérym
i uczestnikéw wskazuje na siebie ,w kotko”, tj. pierwszy na drugiego, drugi na trze-
ciego,... a i-ty na pierwszego. Liczba 0s6b w pojedynczym cyklu moze wynosic od 1
(w przypadku, gdy uczestnik wskazuje na samego siebie, gdyz wylosowatl swoje ulu-
bione dobro) do n, gdy cykl obejmuje wszystkich uczestnikéw podziatu. W naszym
przyktadzie uczestnicy g, i g; tworzg dwuelementowy cykl, za$ pozostali uczestnicy
nie nalezg do zadnego cyklu.

Kazdy uczestnik podziatu znajdujacy sie w jakim$ cyklu otrzymuje dobro od
uczestnika, na ktérego wskazat i przekazuje dobro temu uczestnikowi, ktéry wska-
zal na niego. Wszyscy uczestnicy cyklu wraz z otrzymanymi dobrami zostajg wy-
taczeni z dalszych wymian. Zatem uczestnik g, otrzymuje dobro d,, a uczestnik g,
otrzymuje dobro d,. Uczestnicy ci wraz z otrzymanymi dobrami zostaja wylaczeni
z dalszych wymian.

Pozostali uczestnicy powtarzajg proces wymiany w pomniejszonym sktadzie do
momentu, gdy wszyscy uczestnicy zostang wylaczeni z dalszych wymian. Obaj pozo-
stali uczestnicy - g, i g, - wskazuja na aktualnych wiascicieli najbardziej preferowa-
nych przez siebie débr sposrdd tych, ktére nie zostaly jeszcze wylaczone z wymian
(tj. wszystkich débr oprécz d, i d,). Obaj uczestnicy pokazujg na samych siebie, gdyz
kazdy z nich posiada to sposréd dwéch pozostatych débr, ktére wyzej ceni. W kon-
sekwencji tworzg dwa jednoelementowe cykle. Stajg sie tym samym wiascicielami
wylosowanych débr i zostajg wylgczeni z dalszych wymian. Procedura zostaje zakon-
czona. Uczestnik g, otrzymal dobro d,, uczestnik g, — dobro d,, uczestnik g; — dobro
d,,za$ uczestnik g, — dobro d,.

W podobny sposéb wyznacza si¢ alokacje koncowe dla pozostatych mozliwych
alokacji startowych. Kazda alokacja startowa ma jednakowe prawdopodobiefistwo
na bycie wylosowana. Informacje te wystarczajg do wyznaczenia macierzy prawdo-
podobienstw. Macierz dla profilu preferencji nr 3 znajduje si¢ w Tabeli 9.
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Tabela 9
Macierz prawdopodobieristw wygenerowana przez procedure CfRE na podstawie profilu
preferencji nr 3 (zob. Tabela 6)

d1 d2 d.’f d4
g 5/12 112 5/12 112
9 5/12 1/12 5/12 1/12
g 1/12 5/12 1/12 5/12
g, 1/12 512 1/12 5/12

Tabela 10

Prawdopodobieristwa otrzymania przez poszczegolnych uczestnikow dobr znajdujqcych sig
na okreslonym miejscu w ich hierarchii preferenciji przy zastosowaniu procedury C/RE

dla profilu preferencji nr 3 (zob. Tabela 6)

najwyzej drugie najwyzej trzecie najwyzej najnizej
oceniane dobro oceniane dobro oceniane dobro oceniane dobro
9, 5/12 112 5/12 1/12
g, 5/12 112 5/12 1/12
g, 5/12 112 5/12 112
9, 5/12 112 5/12 1/12

Cho¢ moze by¢ to zaskakujace na pierwszy rzut oka, procedura core from random
endowments generuje macierz prawdopodobiefistw identyczng jak generowana przez
procedure réwnych szans wyboru. Nie jest to przypadek — bedzie sie tak dzialo dla
kazdego profilu preferencji.

Twierdzenie 1. Procedury RSW i CfRE sa wzajemnie réwnowazne.

Dow6d (na podst. Abdulkadiroglu i Sénmez, 1998: 695-700). Obie meto-
dy przeprowadzaja pewne losowanie — w RSW losuje si¢ kolejnosé, w jakiej
uczestnicy wybierajg dobra, za§ w CfRE, losuje sie poczgtkowe przyporzadko-
wanie débr do os6b. Kolejnosé, w jakiej n uczestnikéw wybiera dobra, da sie
wylosowaé na n! sposobéw. Mozliwych sposobéw poczatkowego przypisania n
doébr do # 0s6b réwniez jest n!. Wystarczy zatem wykazaé, ze:

* kazdej mozliwej alokacji startowej da sie przypisaé takg kolejno$¢ wy-
bierania débr przez uczestnikéw, ktéra przy RSW prowadzi do takiego
samego wyniku, co ta alokacja przy CfRE, a jednocze$nie

* 7adnym dwém réznym alokacjom startowym nie przypiszemy tej samej
kolejnosci uczestnikéw.

W CfRE wymiana n débr miedzy n uczestnikami trwa od 1 tury (w przypad-
ku, gdy kazdy uczestnik ma inne ulubione dobro) do # tur (np. gdy wszyscy
uczestnicy majg jednakowe preferencje). Warto zauwazy¢, ze uczestnicy na-
lezacy do jakiego$ cyklu w pierwszej turze majg inne ulubione dobro - gdy-
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by kilku uczestnikéw mialo to samo ulubione dobro, to co najwyzej jeden
z nich méglby by¢ elementem jakiego$ cyklu w pierwszej turze. Analogicznie,
uczestnicy nalezacy do jakiego$ cyklu w tej samej turze z pewnoscig maja
inne ulubione dobro sposréd tych, ktére pozostaty po poprzednich turach.
Aby uzyskaé przy uzyciu RSW taki sam podziat koficowy, jak w przypadku
CfRE przy ustalonej acz dowolnej alokacji startowej, wystarczy wylosowaé
taka kolejno$¢ dokonywania wyboréw przez uczestnikéw, w ktérej dobra wy-
bierajg wpierw uczestnicy, ktérzy w CfRE nalezeli do cyklu w pierwszej tu-
rze, potem ci, ktérzy byli w jakims$ cyklu w drugiej turze etc. Ustawienie ,we-
wnatrz cyklu” jest bez znaczenia - jak zostato juz przed chwilg wspomniane,
zadna para takich oséb nie moze mieé takiego samego ulubionego dobra
sposéréd tych, ktore jeszcze sg do wyboru. Skoro kolejno$é wybierania ,we-
wnatrz tury” nie ma znaczenia, mozemy uczestnikéw nalezacych do cyklu
w tej samej turze ustawi¢ w kolejnosci rosnacej wedtug oznaczenia dobra,
ktére otrzymali w alokacji startowej w CfRE (np. oznaczamy dobra literami
i ustawiamy osoby z tej samej tury w kolejnosci alfabetycznej débr, ktére
zostaly im przypisane w alokacji startowej). Wyznacza nam to juz w sposéb
jednoznaczny dopasowanie kolejnosci uczestnikébw w RSW do alokacji star-
towej w CfRE, przy czym zadnym dwém alokacjom startowym nie zostanie
przypisana taka sama kolejno$¢ uczestnikow.

Warto zauwazyé, ze dopasowane w ten sposéb ustawienia uczestnikéw przy
uzyciu RSW dajg ten sam wynik, co alokacje w CfRE, do ktérych sg przypi-
sane. Ci uczestnicy, ktérzy nalezeli do jakiego$ cyklu w pierwszej turze CfRE,
wybierajg jako pierwsi. Poniewaz kazdy z nich ma inne ulubione dobro (ina-
czej ktéry$ z nich nie nalezatby do cyklu), to przy tej kolejnosci wyboru kazdy
z nich otrzyma swoje ulubione dobro. Nastepnie wyboru dokonujg osoby, ktére
nalezaly do jakiego$ cyklu w drugiej turze CfRE. Kazdy z nich otrzyma swoje
ulubione dobro sposréd tych, ktére nie zostaly wybrane przez osoby z pierw-
szej tury CfRE. Analogicznie bedzie réwniez w przypadku oséb nalezacych do
jakiego$ cyklu w nastepnych turach — dostang swoje ulubione dobra sposréd
tych, ktére pozostaly po poprzednich turach. Latwo zauwazy¢, ze obie metody
(CfRE dla tej alokacji startowej i RSW dla kolejnosci uczestnikéw przypisanej
jej w opisany przed chwilg sposéb) prowadza do tej samej alokacji koncowe;.

Nalezy takze podkresli¢, ze przy uzyciu podanego algorytmu kazdej aloka-
cji startowej przypisujemy doktadnie jedng kolejno$é wybierania débr przez
uczestnikéw. Przypominam, ze mozliwych alokacji startowych jest tyle samo,
co mozliwych ustawien uczestnikoéw w kolejnosci, tj. n!. Jesli szansa na wy-
losowanie kazdej alokacji startowej jest taka sama (1/n!) i szansa na wyloso-
wanie kazdej kolejnosci dokonywania wyboréw przez uczestnikéw jest taka
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sama (réwniez 1/n!), a jednocze$nie kazdej alokacji da sie przypisaé opisa-
nym powyzej algorytmem jedng kolejno$é, inng dla kazdej alokacji, ktéra
to kolejno$é prowadzi przy RSW do tego samego rezultatu, co ta alokacja
startowa w CfRE, to RSW i CfRE prowadzg zawsze do identycznych loterii
na alokacjach koncowych.

3.5. Probabilistic serial (PS)

Anna Bogomolnaia i Hervé Moulin (2001) przedstawili nowatorska procedure
probabilistyczng. Chociaz w omawianym problemie dystrybuowane dobra sg nie-
podzielne, to jednak prawdopodobiefistwo otrzymania dobra niepodzielnego jest
doskonale podzielne. Otrzymanie takiego podzielnego dobra w ilo$ci, powiedzmy,
0,27, oznacza otrzymanie odpowiadajacego mu dobra niepodzielnego z prawdopo-
dobiefistwem 0,27.

Autorzy opisujg przebieg procedury, uzywajac metafory jedzenia. Uczestnicy po-
dzialu w réwnym tempie ,zjadaja” swoje ulubione dobra. Gdy jakie$ dobro zostaje
catkowicie ,zjedzone”, uczestnicy, ktérzy ,zjadali” to dobro zaczynajg ,zjadaé¢” inne
dobro — najwyzej przez siebie preferowane sposréd tych, ktére nie zostaly jeszcze
w pelni ,zjedzone”. Procedura konczy sie¢ w momencie ,zjedzenia” ostatniego do-
bra. Nastepnie sprawdzamy, jaka cze$¢ poszczegdlnych débr ,zjadl” dany uczest-
nik. Szansa, ze otrzyma on jakie$ konkretne dobro, jest réwna czesci tego dobra,
ktéra dany uczestnik ,zjadl”.

PrzeSledZzmy dziatanie procedury na przykladzie.

Tabela 11
Profil preferencji nr 4
d, d, d
7, 1 2 3
g, 1 3 2
g, 2 1 3

Dla profilu preferencji nr 4 (zob. Tabela 11) procedura PS bedzie przebiegata na-
stepujaco. Kazdy z uczestnikow zacznie ,zjada¢” swoje ulubione dobro: uczestnicy g,
ig, zaczng ,zjada¢” dobro d,, za$ uczestnik g; — dobro d,. Uczestnicy ,zjadaja” dobra
w réwnym tempie, wigc w momencie, gdy dobro d, zostaje catkowicie ,zjedzone”
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przez uczestnikéw g, i g,, uczestnik g, zdazyt ,zjes¢” potowe dobra d,. Uczestnicy
,jedza” teraz swoje ulubione dobra sposrdd tych, ktére nie zostaly jeszcze ,zjedzone”,
zatem g, ig; ,jedzg” dobro d, (ktérego zostalo jeszcze pét), zas uczestnik g, — dobro d..
W momencie, gdy koriczy si¢ dobro d, (,zjedzone” w sumie w trzech czwartych przez
uczestnika g; i w jednej czwartej przez uczestnika g,), uczestnik g, zdazyt ,zjesc”
¢wier¢ dobra d,. Pozostale trzy czwarte ostatniego dobra zostaje ,zjedzone” w row-

nych czgsciach przez uczestnikow.

Tabela 12
Macierz prawdopodobieristw wygenerowana przez procedure PS na podstawie profilu
preferenciji nr 4 (zob. Tabela 11)

d1 dZ d3
7, 172 1/4 1/4
g, 172 0 12
g, 0 3/4 1/4

Tabela 13

Prawdopodobieristwa otrzymania przez poszczegolnych uczestnikow dobr znajdujqcych sie

na okreslonym miejscu w ich hierarchii preferencji przy zastosowaniu procedury PS dla profilu
preferenciji nr 4 (zob. Tabela 11)

najwyzej oceniane dobro drugie najwyzej oceniane dobro najnizej oceniane dobro
g, 1/2 1/4 1/4
9, 1/2 1/2 0
9; 3/4 0 1/4

Przeprowadzenie procedury PS dla profilu preferencji nr 3 (zob. Tabela 6) pozo-
stawiam Czytelnikowi. Wynikowa macierz prawdopodobienistw przedstawiona jest
w Tabeli 14.

Tabela 14
Macierz prawdopodobieiistw wygenerowana przez procedure PS na podstawie profilu
preferencji nr 3 (zob. Tabela 6)

d, d, d d,
g, 1/2 0 12 0
g, 1/2 0 172 0
g, 0 1/2 0 1/2
g, 0 1/2 0 1/2
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Tabela 15

Prawdopodobieristwa otrzymania przez poszczegolnych uczestnikow dobr znajdujacych sie

na okreslonym miejscu w ich hierarchii preferencji przy zastosowaniu procedury PS dla profilu
preferencji nr 3 (zob. Tabela 6)

najwyzej 2. najwyzej 3. najwyiej najnizej
oceniane dobro oceniane dobro oceniane dobro oceniane dobro
g, 1/2 0 1/2 0
g, 1/2 0 1/2 0
9, 1/2 0 1/2 0

3.6. Top trading cycles from equal division (TTCIED)

Onur Kesten (2006) zaproponowal inng wersj¢ procedury alokacji n débr mie-
dzy n oséb, odwotujaca sie do procedury top trading cycles. W tej wersji przedmio-
tem wymiany nie sg jednak niepodzielne dobra, ale pewne ,techniczne” podzielne
dobra, interpretowane przez Kestena jako uprawnienia do poszczegdlnych débr
niepodzielnych. Sg to de facto prawdopodobienistwa otrzymania poszczegblnych
débr, podobnie jak w procedurze PS. Prawdopodobienistwa otrzymania débr sg
oczywiscie dobrami podzielnymi.

Kazdy z uczestnikéw podziatu rozpoczyna z 1/n uprawnien do wszystkich rozdzie-
lanych débr niepodzielnych. W trakcie procedury uczestnicy wymieniajg sie posiada-
nymi uprawnieniami w proporcji 1:1.

Procedura TTC w swoim pierwotnym ksztalcie byta algorytmem wymiany débr
miedzy uczestnikami procedury, z ktérych kazdy posiada na starcie doktadnie jed-
no dobro niepodzielne. Kesten dokonat istotnych zmian w procedurze, aby nadawa-
la si¢ do wymiany w sytuacji, w ktérej kazdy uczestnik przynosi identyczny zestaw
débr podzielnych. Przesledzmy przebieg procedury na przyktadzie profilu preferencji
nr 3 (zob. Tabela 6).

Traktujemy kazdego z uczestnikéw podziatu jak n pseudouczestnikéw, z kto-
rych kazdy ma uprawnienie do innego dobra. Zatem w naszym przyktadzie kazdego
zuczestnikow traktujemy jak czterech pseudouczestnikéw wyposazonych w 4 upraw-
nien do pojedynczych débr, kazdy do innego. Pseudouczestnika podleglego uczestni-
kowi g, a posiadajacego uprawnienia do dobra di bedziemy oznaczaé dalej jako gidi.
Mamy wigc 16 pseudouczestnikow, za$ w ogélnym przypadku n? pseudouczestnikow.

W procedurze szukamy wylacznie cykli jedno- i dwuelementowych. Diuzsze cykle
sg ignorowane. Podobnie jak w oryginalnej procedurze TTC, wymiany odbywaja sie
w turach. Liczba tur nie przekracza n.

Jesli jaki§ pseudouczestnik ma na poczatku tury uprawnienie do dobra najwyzej
preferowanego przez swojego ,wzorcowego” uczestnika sposréd débr, do ktérych
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uprawnienia nie zostaly jeszcze wyczerpane, to wskazuje na samego siebie, tworzac
jednoosobowy cykl. Posiadane przez niego uprawnienie trafia do jego ,wzorca”, sta-
jac sie elementem koncowych uprawnien prawdziwego uczestnika podziatu. Zatem
pseudouczestnicy g,d,, g,d,, g,d, oraz g,d, oddaja po /4 uprawnienia do odpowiadaja-
cych im débr swoim ,wzorcowym” uczestnikom.

Nastepnie, jesli jaki$ pseudouczestnik ma na poczatku tury uprawnienie do in-
nego dobra niz najwyzej preferowane przez swojego ,wzorcowego” uczestnika spo-
§réd dobr, do ktérych uprawnienia nie zostaly jeszcze wyczerpane, to wskazuje
na wszystkich pseudouczestnikéw, ktérzy majg udzialy dobra najwyzej ocenianego
przez ,wzorzec” spoéréd dostgpnych débr. Zatem pseudouczestnik g,d, wskazuje
na pseudouczestnikéw posiadajacych ulubione dobro uczestnika g,, tj. dobro d,.
Wskazuje zatem na pseudouczestnikéw g.d, oraz g,d, (lecz nie na pseudouczest-
nika g,d,, gdyz ten ,oddal” juz cale posiadane uprawnienie swojemu ,wzorcowe-
mu” uczestnikowi g,). Na tych samych pseudouczestnikow wskazujg takze pozostali
pseudouczestnicy uczestnika g,. Pseudouczestnicy uczestnika g, rowniez wskazuja
na pseudouczestnikéw g.d, oraz g,d,, poniewaz posiadajg dobro d,; — ulubione do-
bro uczestnika g,. Pseudouczestnicy uczestnikéw g, i g, wskazuja na pseudouczest-
nikéw g,d, i g,d,, gdyz sa oni w posiadaniu dobra d,, ktére jest dobrem najwyzej
cenionym przez uczestnikow ,wzorcowych” g;ig,.

Wszystkie pary pseudouczestnikéw wskazujgcych na siebie nawzajem wymieniajg
si¢ uprawnieniami w proporcji 1:1. W naszym przykladzie tworzg si¢ pary: g,d,-g.d,,
g1d8d; 8,d,g;d, orazg,d,-g d;.

Kazda para dokonuje wymiany w tym samym tempie. Jak wida¢ na przyktadzie,
pojedynczy pseudouczestnik moze naleze¢ do wielu par jednoczesnie. Tura konczy
sie w momencie, w ktérym ktéremus z pseudouczestnikéw skoriczy sie zapas upraw-
nienia na wymiane. Uprawnienia wymienione do tej pory trafiaja do odpowiednich
,wzorcowych” uczestnikéw podziatu. W naszym przyktadzie kazdy z wymieniajacych
pseudouczestnikéw nalezy do doktadnie dwdch par i ma na poczatku takg samg iloéé
uprawnien (1/4), zatem uprawnienia wyczerpuja sie jednocze$nie. Kazda z takich par
przyniosta ,wzorcowemu” uczestnikowi 1/8 uprawnien do jego ulubionego dobra. Na
tym konczy si¢ pierwsza tura.

Uprawnienia, ktére nie trafily jeszcze do zadnego ,wzorcowego” uczestnika,
beda stanowitly przedmiot wymiany w kolejnych turach. Tworzeni sg nowi pseudo-
uczestnicy, kazdy odpowiedzialny za uprawnienia do innego dobra. Ich liczba moze
ulega¢ zmniejszeniu wraz z wyczerpywaniem si¢ uprawnienn do poszczegdlnych
débr. W naszym przyktadzie po pierwszej turze wyczerpaly si¢ dobra d, i d,, zatem
w nastepnej turze pojawi sie juz tylko po dwéch pseudouczestnikéw od kazdego
uczestnika. Pseudouczestnicy g,d;, g,d;, g;d, oraz g,d, oddajg po Y4 uprawnienia
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do odpowiadajgcych im débr swoim ,wzorcowym” uczestnikom. Tworzg sie pary:
gdsg.d,, g,d,g,d;, g,d,gd; oraz g,d,-g,d,. Po drugiej turze wyczerpuja si¢ upraw-
nienia do wszystkich débr i procedura si¢ konczy.

Tabela 16
Macierz prawdopodobieiistw wygenerowana przez procedure TTCfED na podstawie profilu
preferencji nr 3 (zob. Tabela 6)

d d, d d,
g, 1/2 0 1/2 0
g, 172 0 12 0
g 0 172 0 172
g, 0 1/2 0 172

Tabela 17

Prawdopodobieristwa otrzymania przez poszczegolnych uczestnikow dobr znajdujgcych sie
na okreslonym miejscu w ich hierarchii preferencji przy zastosowaniu procedury TTCfED
dla profilu preferencji nr 3 (zob. Tabela 6)

najwyzej drugie najwyzej trzecie najwyzej najnizej
oceniane dobro oceniane dobro oceniane dobro oceniane dobro
7, 12 0 112 0
g, 12 0 12 0
g, 1/2 0 1/2 0
9, 1/2 0 1/2 0

Tabele 16 i 17 sg identyczne jak te, ktére powstaly w wyniku dziatania procedury
PS (Tabele 14 i 15). Nie jest to przypadek — procedury te generujg identyczne wyniki
dla dowolnego profilu preferencii.

Twierdzenie 2. Procedury PS i TTCfED sg wzajemnie rownowazne.
Dowdd przedstawit Kesten (2006: 17-21).

3.7. Procedura ré6wnych szans wyboru z nieskoniczenie duzym czynnikiem k
(RSW-k-inf)
Procedura ta stanowi szczegdlny przypadek procedury réwnych szans wyboru
z czynnikiem k, wymyslonej przez Onura Kestena (2009). Stanowi pewna modyfika-
cje procedury réwnych szans wyboru. W wyniku tej zmiany wylosowana kolejnosé
uczestnikow ma mniejsze znaczenie.

W celu lepszego zrozumienia procedury na poczatek przedstawiona zostanie
procedura w jej ogblnej postaci, a nastepnie jej wersja przy nieskonczenie duzym k.
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W dalszych rozdziatach niniejszego artykutu uwzgledniona bedzie jedynie ta szcze-
g6lna wersja.

Kazde z débr zostaje zastgpione takg sama naturalng liczba zetonéw na to dobro.
Liczbg te oznaczmy jako k. Z rozktadu réwnomiernego losujemy kolejnos¢ uczestni-
kéw, tak jak miato to miejsce w przypadku procedury réwnych szans wyboru. W kaz-
dej z k rund uczestnicy w tej samej, wylosowanej na poczatku kolejnosci wybierajg po
jednym Zetonie na swoje ulubione dobra sposrdd tych, na ktére nie wybrano jeszcze
wszystkich zetonéw. W rezultacie kazdy uczestnik wybiera acznie k Zetonéw. Odse-
tek Zetondw na jakie$ dobro wsréd wszystkich posiadanych przez uczestnika zetonéw
jest rowny prawdopodobienstwu tego, ze ten uczestnik otrzyma to wtasnie dobro.

W przypadku, gdy k = 1, procedura ta jest w sposéb oczywisty réwnowazna
z procedurg réwnych szans wyboru.

Zobaczmy na przykladzie, jak wyglada procedura dla nieco wigkszej liczby Zeto-
néw. Rozwazmy macierz preferencji nr 3 (zob. Tabela 6) przy k = 3. Losujemy kolej-
no$¢ uczestnikéw z rozktadu réwnomiernego. Przypu$émy, ze wylosowano kolejnosé
2, &3 & & Uczestnik g, wybiera zeton na swoje ulubione dobro d,. W puli pozostaja
zatem jeszcze dwa zetony na dobro d, oraz po trzy zetony na kazde z pozostalych
dobr. Nastgpnie wyboru dokonuje uczestnik g, — wybiera zeton na dobro d,. Potem
uczestnik g, wybiera zeton na dobro d,. Ostatni uczestnik, g,, wybiera zeton na dobro
d,. Nast¢pnie uczestnicy wybierajg drugi zeton. Uczestnik g, zabiera ostatni zeton na
dobro d,, a uczestnik g; — ostatni zeton na dobro d,. Potem uczestnik g, wybiera zeton
na dobro d, - swoje ulubione dobro, na ktére zostaly jeszcze jakies zetony, a uczest-
nik g, wybiera zeton na dobro d,. Wreszcie uczestnicy wybierajg swoj trzeci zeton:
uczestnik g, wybiera zeton na dobro d,, uczestnik g; na dobro d,, uczestnik g; na do-
bro d;, a uczestnik g, na dobro d,. W ostatnim kroku wyznaczana jest macierz praw-
dopodobienstw w taki sposéb, ze szansa uzyskania okreslonego dobra przez danego
uczestnika jest réwna odsetkowi Zetonéw na to dobro, jakie udato mu sie zebraé.
Prawdopodobienstwa dla naszego przyktadu znajdujg sie w Tabeli 18.

Tabela 18.

Prawdopodobieiistwa otrzymania poszczegolnych dobr przez uczestnikow podziatu przy
zastosowaniu procedury réwnych szans wyboru z czynnikiem k = 3 dla profilu preferencji
nr 3 (zob. Tabela 6) dla wylosowanej kolejnosci uczestnikow g,, g,, g,, g,

d d, d d
g, 1/3 0 213 0
g, 23 0 1/3 0
g, 0 2/3 0 13
g, 0 1/3 0 23
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Tabela 19.

Prawdopodobiefistwa otrzymania przez poszczegolnych uczestnikow dobr znajdujgcych sie
na okreslonym miejscu w ich hierarchii preferencji przy zastosowaniu procedury rownych
szans wyboru z czynnikiem k = 3 dla profilu preferencji nr 3 (zob. Tabela 6) dla wylosowanej
kolejnosci uczestnikow g, g, g,» &,

najwyzej drugie najwyzej trzecie najwyzej najnizej
oceniane dobro oceniane dobro oceniane dobro oceniane dobro
9, 1/3 0 2/3 0
g, 23 0 13 0
g, 2/3 0 1/3 0
9, 1/3 0 2/3 0

Latwo zauwazy¢, ze uczestnikom optaca sie byé jak najwcze$niej w kolejce — daje
to szansg¢ na zdobycie wigkszej liczby zetondéw na atrakcyjniejsze dobra. Choé uczest-
nicy g, i g,, mieli identyczne preferencje, to uczestnik g, zdotat zebra¢ lepszy (w ocenie
obu tych uczestnikéw) zestaw zetonéw — gdy uczestnicy wybierali drugi zeton, uczest-
nik g, otrzymat ostatni zeton na dobro d,, a pézniejszy w kolejce uczestnik g, - zeton
na dobro d;, mniej cenione przez nich obu. W ogélnosci dla kazdego uczestnika bycie
weczeéniej w kolejce jest co najmniej tak oplacalne, jak bycie p6zniej (przy zatozeniu,
ze pozostali uczestnicy ustawieni sg w obu przypadkach w tej samej kolejnosci).

Naturalnie mogtaby zosta¢ wylosowana inna kolejnos¢ uczestnikéw (kazdy uktad
uczestnikow ma réwna szans¢ na bycie wylosowanym) i wtedy prawdopodobienstwa
otrzymania poszczegélnych débr przez uczestnikéw podzialu mogtyby by¢ inne. Ma-
cierz prawdopodobienstw jest sumg iloczynéw prawdopodobienstw warunkowych
pod warunkiem wylosowania danej kolejnosci i prawdopodobiefistwa wylosowania
danej kolejnosci. Wynik znajduje sie w Tabeli 20.

Tabela 20
Macierz prawdopodobieiistw wygenerowana przez procedure rownych szans wyboru
z czynnikiem k = 3 na podstawie profilu preferencji nr 3 (zob. Tabela 6)

d, d, d d,
g, 17/36 1/36 17/36 1/36
g 17/36 1/36 17/36 1/36
g 1/36 17/36 1/36 17/36
g, 1/36 17/36 1/36 17/36
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Tabela 21

Prawdopodobiefistwa otrzymania przez poszczegolnych uczestnikow dobr znajdujgcych sie
na okreslonym miejscu w ich hierarchii preferencji przy zastosowaniu procedury rownych
szans wyboru z czynnikiem k = 3 dla profilu preferencji nr 3 (zob. Tabela 6)

najwyzej najwyzej najwyzej najnizej
oceniane dobro oceniane dobro oceniane dobro oceniane dobro
g, 17/36 1/36 17/36 1/36
g, 17/36 1/36 17/36 1/36
9, 17/36 1/36 17/36 1/36
9, 17/36 1/36 17/36 1/36

Uzyskany wynik jest zalezny od wartosci czynnika k. Przykltadowo, dla k = 1 wy-
niki bylyby takie, jak przedstawiono w Tabelach 7 i 8. Zainteresowanego Czytelnika
zachecam do przeprowadzenia obliczen dla innej wybranej wartosci k.

Twierdzenie 3. W przypadku, gdy k jest nieskoficzenie duze, procedura réwnych
szans wyboru z czynnikiem k (czyli RSW-k-inf) i procedura PS sa wzajemnie réw-
nowazne.

Dowéd. Przy nieskoficzenie duzym k przewaga uczestnikéw znajdujacych sie
weczesniej w wylosowanej kolejnosci zmierza do zera — moga uzyskaé co najwy-
zej jeden zeton wiecej na okreslone dobro, co przy nieskonczonej liczbie zeto-
néw nie ma znaczenia. Mozemy wiec potraktowac te sytuacje, jak gdyby uczest-
nicy wybierali zetony jednocze$nie. W kazdej rundzie kazdy z uczestnikéw
wybiera jeden Zeton, a zatem uczestnicy pozyskujg zetony w réwnym tempie.
Jest to nic innego, jak przedstawienie innymi stowami ,réwnego tempa jedze-
nia” w procedurze PS. Procedury te daja zawsze identyczny rezultat. Bardziej
sformalizowany dowdd Czytelnik znajdzie w artykule Kestena (2009: 18-20).

Do tego, by procedura réwnych szans wyboru z czynnikiem k data identyczny
wynik jak procedura probabilistic serial, nie jest konieczne, aby czynnik k byl nie-
skonczenie duzy.

Twierdzenie 4. Dla kazdej skoficzonej liczby débr (i réwnej jej liczby uczestnikéw
podziatu) istnieje taka skonczona liczba, ze dla czynnika k réwnego tej liczbie proce-
dura RSW-k generuje identyczny wynik jak procedura PS.

Dowdd. Liczba taka musi gwarantowaé, ze zaden uczestnik nie bedzie miat
przewagi z racji zajmowania lepszej pozycji w wylosowanym uporzgdkowa-
niu uczestnikéw. Bedzie tak, jesli na koncu kazdej rundy, w ktérej zabrano
ostatni zeton na jakie$ dobro, liczba pozostatych do wziecia zetonéw na po-
szczegblne dobra jest podzielna przez liczbe oséb, dla ktorych jest to najlep-
sze dobro sposérdd tych, na ktére pozostaly jeszcze zetony.
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Wiasno$¢ takg ma np. liczba [NWW(1,...,n)]", gdzie NWW(1,...,n) oznacza naj-
mniejszg wspdlng wielokrotno$¢ wszystkich liczb naturalnych od 1 do #. Jako
pierwsze skonczy sie to dobro, ktére wystapito najwiecej razy na pierwszym
miejscu w preferencjach uczestnikéw podziatu (w przypadku remisu — wszyst-
kie dobra o najwiekszej liczbie wybierajacych je uczestnikéw skoficzg sie w tej
samej rundzie). Z definicji, NWW(1,...,n) jest podzielne przez kazda liczbe od 1
do n, zatem niezaleznie od tego, ilu uczestnikéw wybierato najpopularniejsze
dobro, kazdy z nich otrzymat takg samg liczbe Zetonéw na to dobro. Pozostali
uczestnicy rowniez otrzymali takg liczbe zetondw na swoje ulubione dobra.
Jak tatwo zauwazy¢, liczba ta jest podzielna przez [NWW(1,...,n)]*!, podobnie
jak liczba pozostatych zetonéw na kazde z débr. Gdy nastapi kolejna runda, na
koniec ktérej skoriczg sie zetony na dane dobro, liczba zetonéw wcigz obec-
nych przy poszczegdlnych dobrach bedzie podzielna przez [NWW(1,...,n)]*2
itd. W rezultacie liczba zetonéw na kazde z d6br na poczatku kazdej rundy jest
z pewno$cig podzielna przez liczbe 0séb, ktére bedag chcialy otrzymaé zeton
na to dobro w tej rundzie, a przez to kolejnos¢ dokonywania wyboru przez
uczestnikéw nie bedzie miata znaczenia.

Latwo zauwazy¢, ze jesli w pewnym momencie wszyscy uczestnicy bedg wy-
bierali to samo dobro d, to w momencie, gdy skoficzg sie zetony na to dobro,
liczba zetonéw na inne dobra bedzie taka sama, jak w momencie, gdy wszyscy
zaczeli wybieraé zetony na dobro d. Nie ma zatem potrzeby gwarantowania
n-krotnej podzielnosci liczby zetondw przez n — wystarczy jednokrotna. W re-
zultacie wystarczajaca liczba bedzie juz n/NWW(1,...,n-1)]" zetonéw.

Podsumowujac, procedura réwnych szans wyboru i procedura core from random
endowments sg sobie réwnowazne. Wzajemnie réwnowazne sg takze procedury: pro-
babilistic serial, top trading cycles from equal division oraz procedura réwnych szans
wyboru z nieskonczenie duzym czynnikiem k. Dzieki temu procedury opisywane
w niniejszym artykule da sie tak podzieli¢ na cztery grupy, ze procedury wewnatrz
kazdej z grup sa wzajemnie réwnowazne:

1. LRR
2. L-RSS
3. RSW = CfRE

4. PS = TTCfED = RSW-k-inf

Oczywiscie nie kazda procedura probabilistyczna musi naleze¢ do ktérej$ z tych
czterech grup procedur. Grup takich jest tyle, ile istnieje kombinacji przypisywania
macierzy prawdopodobienstw do profili preferencji. Nawet dla pojedynczego profilu
preferencji istnieje nieskoniczenie wiele macierzy prawdopodobiefistw, jakie proce-
dura moglaby dla niego wygenerowacé, zatem mozliwych grup procedur jest nieskon-
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czenie wiele. W sposéb oczywisty podzial na skonczong liczbe rownowaznych grup
procedur jest niemozliwy.

Procedury wewnatrz grup, cho¢ prowadza do tych samych rozwigzan, réznig sie
algorytmem dochodzenia do tego wyniku. Moga przez to lepiej lub gorzej nadawaé
si¢ do wykorzystania w okreslonym kontekscie spotecznym. Procedura RSW ustawia
uczestnikéw w okres$lonej kolejnosci, przez co w bardziej jawny sposéb niz procedu-
ra CfRE faworyzuje osoby, ktére mialy szczesScie w losowaniu. Natomiast procedura
CfRE moze prowadzi¢ do dyskomfortu psychicznego uczestnikéw w sytuacji, w ktd-
rej w cyklu wymian nalezy odda¢ dobro nielubianemu uczestnikowi. Procedura RSW
wydaje sie zatem lepsza do zastosowania w sytuacji konfliktu miedzy uczestnikami,
za$ CfRE - gdy uczestnicy sie wzajemnie lubiag.

Procedura PS wydaje sie najprostszg procedurg z calej grupy 4, co stanowi jej
duzg zalete. Jednak procedura RSW-k-inf, zwlaszcza w wersji ze skoficzonym k pro-
wadzacym do tego samego wyniku co nieskoniczenie duze k (zob. Twierdzenie 4),
moze sie okazaé bardziej perswazyjna. Dla malych wartosci n (a przez to umiar-
kowanych wartosci k=n/NWW(1,...,n-1)]") mozna prosi¢ uczestnikéw o wybieranie
kolejno po jednym zetonie. Dla wiekszych wartoéci n praktyczniej jest poprosié
o wskazanie najwyzej preferowanego dobra sposréd tych, na ktére jeszcze zostaly
zetony, i rozdzielenie zetondéw miedzy uczestnikow zgodnie z algorytmem. Zaréwno
procedura PS jak i RSW-k-inf sprawiajg wrazenie rywalizacji miedzy uczestnikami
podzialu poprzez wzajemne ,podbieranie” débr. Nadajg sie zatem dobrze do sy-
tuacji konfliktu (lub neutralno$ci) miedzy uczestnikami podziatu. Jesli uczestnicy
darza sie wzajemng sympatia, uczestnik moze sie poczué niezrecznie z powodu
zmniejszania puli Zetonéw zbieranych przez kolege lub ,zjadanego” przez niego
dobra. Wowczas wta$ciwszg procedura wydaje sie TTCfED, w ktorej uczestnicy dla
obopolnej korzy$ci wymieniajg miedzy sobg uprawnienia do débr. Mankamentem
tej procedury jest jednak jej wzgledna ztozonos¢.

4. POZADANE WEASNOSCI PROCEDUR PROBABILISTYCZNYCH

Kiedy podejmuje sie proby zastosowania procedur probabilistycznych w prakty-
ce, staje sie przed nielatwym wyborem - ktérg z procedur nalezy wybraé? Kluczo-
wym kryterium sg tutaj wlasno$ci zar6wno samych procedur, jak tez generowanych
przez nie podzialéw. Niniejsza sekcja zawiera liste wybranych pozadanych cech wraz
z informacja, ktére z omawianych procedur posiadajg te cechy.

Poniewaz niektére procedury sa wzajemnie réwnowazne, tj. zawsze prowadza
do identycznych macierzy prawdopodobienstw, posiadaja one takze identyczne ze-
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stawy cech. Wystarczy zatem udowodni¢ wystepowanie lub nie danej wlasciwosci
dla jednej procedury, by udowodnié¢ zarazem analogiczng wlasciwo$¢ procedur jej
réwnowaznych.

Rozwazane postulaty bedg zdefiniowane przy zalozeniu, ze mamy od czynienia
z sytuacjg problemu podziatu zbioru débr niepodzielnych z uzyciem losowan. Istnie-
ja takze tak samo nazwane postulaty dla innych zalozen (np. niedopuszczalno$é lo-
terii, mozliwo$¢ transferéw pienieznych miedzy uczestnikami podziatéw, znajomosé
uzytecznosci kardynalnych). Czuje sie zatem w obowigzku uprzedzié¢ Czytelnika, ze
moze sie spotka¢ w innych tekstach z nieco inaczej sformutowanymi definicjami tak
samo nazwanych postulatow.

Rozwigzania generowane przez procedury probabilistyczne nie sg konkretnymi
deterministycznymi alokacjami, ale macierzami prawdopodobiefstw opisujacymi
prawdopodobiefistwa otrzymania poszczegdlnych débr przez poszczegdlnych uczest-
nikéw. W konsekwencji postulaty odwotywac sie bedg do cech samych zestawéw
prawdopodobiefistw (a wiec dokonujac oceny ex ante), nie za$ do tego, ktére do-
bro ostatecznie trafi do kogo w wyniku przeprowadzenia losowania zgodnego z tymi
prawdopodobiefstwami (a wiec nie dokonujac oceny ex post).

Poniewaz dysponujemy jedynie porzadkowymi preferencjami uczestnikéw na roz-
dzielanych dobrach, za$ niektére wtasnosci rozwazane w literaturze odwotujg sie do
uzyteczno$ci kardynalnych, w dalszych rozwazaniach bedziemy zaktadaé, ze uczest-
nicy przypisuja jakie$ uzyteczno$ci kardynalne dobrom w sposéb zgodny ze swoimi
preferencjami porzadkowymi, jednak same uzytecznosci nie sg znane. Nawet sami
uczestnicy podzialu mogg nie do kofica by¢ ich $§wiadomi. Postulaty odwolujace sie
do uzytecznosci kardynalnych bedg przedstawiane w dwéch wersjach — mocnej i sta-
bej. Mocna wtasno$¢ oznacza, ze warunek jest spetniony dla kazdego profilu uzytecz-
noSci kardynalnych. O wlasnosci stabej méwimy w sytuacji, gdy dla kazdego profilu
preferencji porzadkowych istnieje co najmniej jeden taki profil uzytecznosci kardy-
nalnych zgodny z profilem preferencji, dla ktérego dany warunek jest spetniony.

4.1. Porzadkowa optymalnos¢

Za autoréw tej koncepcji w literaturze przedmiotu powszechnie uchodza Bogo-
molnaia i Moulin (2001: 303), lecz warto wspomnieé, ze koncepcja ta pojawila sie
nieco wczeéniej pod inng nazwg, w powstalym niezaleznie, mniej znanym tekscie
Kuc (2000: 181-182).
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Do zdefiniowania porzadkowej optymalno$ci potrzebne bedzie pojecie dominacji
stochastycznej.

Definicja. Macierz prawdopodobienstw m’ dominuje stochastycznie macierz m
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego uczestnika podziatu dla dowolnej liczby natural-
nej k od 1 do n szansa na otrzymanie jednego z k najlepszych débr jest nie mniejsza
w przypadku macierzy m’ niz dla macierzy m, a jednocze$nie istnieje co najmniej
jeden przypadek, w ktérym ta szansa jest wigksza dla macierzy m’ niz dla macierzy
m. Oznaczmy prawdopodobiefistwa zwigzane z macierzg m przez Q, a z macierzg m’
przez Q’. Macierz m’ dominuje stochastycznie macierz m wtedy i tylko wtedy, gdy:

k k J J
(v_q €GYkENE<n: Y Qo) > ZQ@)) A (ah €GIENj<n: Y Qh)> ZQ(hn)
i=1 i=1 1=1

i=1
Definicja. Macierz spelnia warunek porzadkowej optymalnosci wtedy i tylko wte-
dy, gdy nie istnieje zadna inna macierz, ktéra dominowataby ja stochastycznie.

Definicja. Procedura probabilistyczna jest porzadkowo optymalna wtedy i tylko
wtedy, gdy generuje wylacznie macierze spelniajgce warunek porzadkowej optymal-
nosci.

Twierdzenie 5. Procedura PS jest porzadkowo optymalna.

Dowdd przedstawili Bogomolnaia i Moulin (2001: 315).
Twierdzenie 6. Procedury LRR i RSW nie sg porzadkowo optymalne.

Dowéd. Widaé to na przykladzie rozwigzan generowanych przez te metody
dla przedstawionego w Tabeli 6 profilu preferencji nr 3. Pierwsza z nich ge-
neruje macierz réwnych prawdopodobienstw, druga macierz przedstawiong
w Tabeli 7. Rozwigzania generowane przez obie procedury sg zdominowane
stochastycznie przez rozwigzanie przypisujace wszystkim uczestnikom po 2
szansy na najbardziej lubiane przez nich dobro i % na trzecie dobro w ich
hierarchiach preferencji.

Twierdzenie 7. Procedura L-RSS nie jest porzadkowo optymalna.

Dow6d. Na przykladzie przedstawionej w Tabeli 4 macierzy prawdopodo-
bienistw dla profilu preferencji nr 3 da si¢ wykazaé, ze takze leksykograficzna
procedura réwnych szans satysfakcji nie jest porzadkowo optymalna. Rozwig-
zanie generowane przez te procedure jest zdominowane stochastycznie np.
przez macierz przedstawiong w Tabeli 22:
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Tabela 22
Przykladowa macierz prawdopodobieiistw dominujqca stochastycznie rozwiqzanie generowane
przez procedure L-RSS dla profilu preferencji nr 2

d1 d2 d.’i
g 1 0 0
g, 0 1/2 1/2
g 0 172 1/2

Warto podkreslié, ze rozwigzania generowane przez leksykograficzng procedure
réwnych szans satysfakeji nie sa zdominowane stochastycznie przez zadne inne roz-
wigzanie zgodne z zasadg réwnych szans satysfakcji. Nie jest to jedyna mozliwa pro-
cedura zgodna z zasadg réwnych szans satysfakcji o tej pozadanej cesze. Zalete te ma
np. takze alternatywna procedura leksykograficzna, ktéra zamiast maksymalizowaé
szanse otrzymania najwyzej cenionych débr — minimalizowataby ryzyko otrzymania
débr ocenianych najnizej.

4.2. Optymalnos¢ ex post

Przytoczona definicja optymalnosci ex post jest znana w literaturze (zob. np. Bo-
gomolnaia i Moulin, 2001: 302; Kesten, 2006: 5), cho¢ Czytelnik moze czesto spotkaé
si¢ z nieco inng definicjg (zob. np. Szaniawski, 1966, 1975: 454; Lissowski, 1992,
2006: 14; 2008: 214; 2013: 207), przystosowang do sytuacji, w ktérej rozwigzaniami
sg loterie na alokacjach, nie za$ macierze prawdopodobienistw.

Oznaczmy przez d, dobro otrzymane przez i-tego uczestnika podziatu przy deter-
ministycznym podziale x.

Przez oznaczenie dRe rozumie¢ bedziemy, Ze i-ty uczestnik podziatu uwaza do-
bro d za nie gorsze od dobra e, za$ przez oznaczenie dP e - ze i-ty uczestnik podziatu
uwaza dobro d za lepsze od dobra e.

Definicja. Deterministyczny podzial x jest optymalny w mocnym sensie Pareto,
jesli nie istnieje zaden inny podzial deterministyczny y, ktéry bylby lepszy (bardziej
preferowany) dla co najmniej jednego uczestnika podziatu i jednoczes$nie nie gorszy
dla wszystkich uczestnikow:

ByeX: ((ag € G dgy Pydge) A (Vi € G diy Ry dm)>

Kazda loteria na podziatach deterministycznych wyznacza jednoznacznie ma-
cierz prawdopodobienistw otrzymania poszczegélnych débr przez poszczegdlnych
uczestnikow podziatu. Zbiér wszystkich mozliwych loterii na alokacjach nalezacych
do zbioru X oznaczmy przez C,. Macierz prawdopodobiefstw wyznaczong na podsta-
wie loterii ¢ oznaczmy przez m(c).
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Przypomnijmy, ze niektére macierze prawdopodobiefistw mozna uzyskaé przy
uzyciu wielu réznych loterii na podziatach deterministycznych.

Definicja. Macierz m spetnia warunek optymalnoSci ex post wtedy i tylko wtedy,
gdy jest osiggalna za pomocg jakiej$ loterii ¢, ktéra przypisuje prawdopodobien-
stwa rowne 0 wszystkim deterministycznym podzialom, ktére nie sg optymalne
w mocnym sensie Pareto:

dec e Cy: {(VCEEX./CL‘%POZ P(x):(])/\(m(c):m)],

gdzie PO oznacza zbiér deterministycznych podziatléw optymalnych w mocnym sen-
sie Pareto.

Definicja. Procedura probabilistyczna jest optymalna ex post wtedy i tylko wtedy,
gdy generuje wylagcznie macierze spelniajace warunek optymalnosci ex post.

Lemat 1. Porzadkowa optymalno$¢ implikuje optymalnos¢ ex post.

Dowdd przedstawili Bogomolnaia i Moulin (2001: 297).

Twierdzenie 8. Procedura RSW jest optymalna ex post.

Dow6d. Procedura RSW kazdej wylosowanej kolejno$ci dokonywania wyboru
przez uczestnikéw podziatu przypisuje podzial deterministyczny optymalny
w mocnym sensie Pareto, zatem w sposdb oczywisty jest optymalna ex post.

Twierdzenie 9. Procedura PS jest optymalna ex post.

Dowéd. Procedura PS jest optymalna porzadkowo, wiec na mocy Lematu 1
musi byé réwniez optymalna ex post.

Twierdzenie 10. Procedura L-RSS nie jest optymalna ex post.

Dowdd. Leksykograficzna procedura réwnych szans satysfakcji w niektérych
przypadkach nie spelnia warunku optymalnoSci ex post, co widaé na przykta-
dzie przedstawionej w Tabeli 4 macierzy prawdopodobienstw dla profilu pre-
ferencji nr 2.

W przyktadzie tym deterministyczne podzialy A, B i F sg optymalne w mocnym
sensie Pareto, za§ C, D i E nie sg: wszystkie trzy sg zdominowane w sensie
Pareto przez podzial B, a podzial C jest ponadto zdominowany takze przez
podziat A. Macierzy prawdopodobienstw generowanej przez L-RSS nie da si¢
uzyskaé przez loterie na podziatach A, B i F, co oznacza, ze procedura L-RSS
nie jest optymalna ex post.

Twierdzenie 11. Procedura LRR nie jest optymalna ex post.

Dowéd. Losowanie alokacji z rozkladu réwnomiernego w niektérych przy-
padkach nie spetnia warunku optymalnosci ex post, co mozna wykazaé na
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przyktadzie profilu preferencji nr 1 (Tabela 1). Obaj uczestnicy podziatu
cenig wyzej inne z dw6ch débr. W tym przykladzie jedyna Pareto-optymal-
ng alokacja jest przyznanie kazdemu uczestnikowi jego ulubionego dobra,
zatem jedynym rozwigzaniem optymalnym ex post jest ta wlasnie alokacja.
Jednak w tej sytuacji obaj uczestnicy podziatu mieliby prawdopodobiefstwo
uzyskania wyzej cenionego dobra réwne 1, za§ w macierzy réwnych prawdo-
podobienstw wynosi ono Y.

4.3. Wolnos¢ od zazdrosci
Postulat sformutowany przez Foleya (1967). Definicji w zaprezentowanym ponizej
ksztalcie uzyli m.in. Bogomolnaia i Moulin (2001: 309).
Wprowadzmy dodatkowe oznaczenia:
Qg( d) — prawdopodobiefistwo otrzymania dobra d przez uczestnika g,
ug(d) - uzyteczno$¢ kardynalna w ocenie uczestnika g dobra d; ug(d)>0,
U, — uzytecznos¢ kardynalna w ocenie uczestnika g dobra, ktére zajmuje a-tg
pozycje w jego profilu preferencji; u,,>0,
U, - zbiér profili uzytecznosci kardynalnych niesprzecznych z profilem prefe-
rencji p.
Definicja. Profil uzytecznosci u jest niesprzeczny z profilem preferenciji p, jesli do-
bra o wyzszej uzytecznosci dla poszczegdlnych uczestnikéw znajdujg sie wyzej w ich
hierarchii preferencji:

u niesprzeczny z p < (Vs,t €D VgeG:uy(s) > uy(t) & sk t)

Definicja. Macierz prawdopodobienistw spelnia warunek wolnosci od zazdrosci
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego profilu uzytecznosci niesprzecznego z profilem
preferencji warto$¢ oczekiwana loterii kazdego uczestnika podziatu jest w jego oce-
nie nie mniejsza od wartosci oczekiwanej loterii kazdego innego uczestnika.

VueUy: Vg he G > Qqldi)ug(ds) > Quldi)ug(d;)
i=1 i=1
Definicja. Procedura jest wolna od zazdro$ci wtedy i tylko wtedy, gdy generuje

wylacznie macierze spetniajace warunek wolnosci od zazdrosci.

Twierdzenie 12. Procedura LRR jest wolna od zazdrosci.

Dowéd. Procedura LRR jest w sposéb oczywisty wolna od zazdrosci, gdyz
wszyscy uczestnicy podzialu majg réwne szanse na otrzymanie poszczegdl-
nych débr.
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Twierdzenie 13. Procedura PS jest wolna od zazdrosci.

Dowdd przedstawili Bogomolnaia i Moulin (2001: 318).

Twierdzenie 14. Procedura L-RSS nie jest wolna od zazdrosci.

Dowéd. W niektérych przypadkach procedura L-RSS generuje podziaty, w kt6-
rych pewni uczestnicy zazdroszczg innym uczestnikom. Mozna to wykazaé na
przykladzie przedstawionej w Tabeli 4 macierzy prawdopodobienstw dla profi-
lu preferencji nr 2. W przykladzie tym uczestnicy g, i g; z pewnoscig zazdrosz-
cza uczestnikowi g,, za$ uczestnik g, z pewnoscig zazdrosci uczestnikowi g,.

Twierdzenie 15. Procedura RSW nie jest wolna od zazdrosci.

Dowéd. Bogomolnaia i Moulin (2001: 308) wykazali, Ze procedura RSW nie
jest wolna od zazdrosci, na przyktadzie profilu preferencji nr 4 (zob. Tabela 11),
dla ktérego procedura RSW generuje rozwigzanie przedstawione w Tabeli 23.

Tabela 23
Macierz prawdopodobieiistw wygenerowana przez procedure RSW na podstawie profilu
preferenciji nr 4 (zob. Tabela 11)

d, d, d,
g, 1/2 1/6 13
g, 12 0 1/2
g, 0 5/6 1/6

Tabela 24

Prawdopodobieristwa otrzymania przez poszczegolnych uczestnikow dobr znajdujgcych si¢ na
okreslonym miejscu w ich hierarchii preferencji przy zastosowaniu procedury RSW dla profilu
preferencji nr 4 (zob. Tabela 11)

najwyzej drugie najwyzej najnizej
oceniane dobro oceniane dobro oceniane dobro
9; 1/2 1/6 1/3
9, 1/2 1/2 0
g, 5/6 0 1/6

W przyktadzie tym uczestnik g, moze zazdrosci¢ uczestnikowi g,. Bedzie tak
np. w przypadku, gdy dla uczestnika g, uzyteczno$¢ dobra d, wynosi 7, dobra
d, 6, a dobra d; 0. Wéwczas w jego ocenie warto$¢ oczekiwana jego wlasnej

.. . 1 1 1 , ., . ..
loterii wynosi7 - -+ 6 - =+ 0 - = = 4,5, za$ wartos¢ oczekiwang loterii uczest-
. . 5 1 . .
nika g; ocenia na 6 —+0-==5 W tym przypadku uczestnik g, uwaza, ze

uczestnik g; jest w korzystniejszej sytuacji i wolalby si¢ z nim zamienic,
a zatem mu zazdro$ci.

DECYZJE NR 26/2016 DOI: 10.7206/DEC.1733-0092.78

93



PROBABILISTYCZNE METODY PODZIALU ZBIORU DOBR NIEPODZIELNYCH

W literaturze przedmiotu mozna jednak spotkaé takze przeciwne twierdzenie
(Kuc, 2000: 192-193, Lissowski, 2008: 203, 2013: 196), jednak rozbiezno$¢ ta
da si¢ wytlumaczy¢ uzyciem innej definicji wolnosci od zazdrosci.

4.4. Staba wolnoé¢ od zazdrosci
Postulatu stabej wolnosci od zazdrosci w ponizszej formie uzyli m.in. Bogomolna-
ia 1 Moulin (2001: 309).

Definicja. Macierz prawdopodobienstw spelnia warunek stabej wolnosci od
zazdro$ci wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki profil uzyteczno$ci niesprzeczny
z profilem preferencji, ze warto$¢ oczekiwana loterii kazdego uczestnika podziatu
jest w jego ocenie nie mniejsza od warto$ci oczekiwanej loterii kazdego innego
uczestnika.

Ju € Up: Vg, h € G D Quldi) ug(di) > Y Qnld;) ug(d;)
=1 i=1

Definicja. Procedura jest stabo wolna od zazdro$ci wtedy i tylko wtedy, gdy gene-
ruje wylacznie macierze spelniajace warunek stabej wolnosci od zazdrosci.
Twierdzenie 16. LRR i PS sg stabo wolne od zazdrosci.

Dowéd. LRR i PS sg wolne od zazdrosci, sa wiec tez stabo wolne od zazdrosci.

Twierdzenie 17. Procedura RSW jest stabo wolna od zazdrosci.
Dowdd przedstawili Bogomolnaia i Moulin (2001: 320-321).

Twierdzenie 18. Procedura L-RSS nie jest stabo wolna od zazdrosci.

Dowdd. Na przykltadzie opisanym w poprzednim punkcie (zob. 4.3) wida¢, ze
uczestnicy g, i g, z pewnoscig zazdroszczg uczestnikowi g,, za$ uczestnik g,
z pewnoscig zazdrosci uczestnikowi g;. Procedura L-RSS nie jest zatem wolna
od zazdro$ci nawet w stabym sensie.

4.5. Proporcjonalnosé¢

Podang ponizej definicje proporcjonalnoéci mozna znalez¢ w wielu tekstach (np.
Kuc, 2000: 187; Lissowski, 2006: 22-23).

Definicja. Macierz prawdopodobienistw spelnia warunek proporcjonalnosci wte-
dy i tylko wtedy, gdy dla kazdego uczestnika warto$é¢ oczekiwana uzyteczno$ci wy-
znaczonej dla niego loterii jest w jego odczuciu nie mniejsza od 1/n sumy uzyteczno-
$ci poszczegdlnych débr.
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n 1 n
VueUp:VgeG: Y Qyldi)ug(ds) > i > ug(ds)
=1 =1

Definicja. Procedura jest proporcjonalna wtedy i tylko wtedy, gdy generuje wy-
tacznie macierze spetniajace warunek proporcjonalnosci.

Lemat 2. Macierz jest proporcjonalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest macierza row-
nych prawdopodobiefistw lub macierza dominujaca ja stochastycznie.

Dowéd. W przypadku, gdy uczestnik ma szanse réwng 1/n na otrzymanie
kazdego z débr, warto$¢ oczekiwana jego loterii wynosi 1/n sumy uzytecz-
nosci poszczegdlnych débr. Jesli jego loteria dominuje stochastycznie réwne
szanse na kazde z débr, to warto$¢ oczekiwana tej loterii musi by¢ wigksza
od 1/n sumy uzyteczno$ci poszczegélnych débr. W pozostatych wypadkach
musi istnieé takie k, Ze szansa uczestnika na otrzymanie jednego z k najwyzej
cenionych débr jest mniejsza od k/n. Woéwczas wystarczy, aby réznica migdzy
uzyteczno$cig k-tego i k+1-szego dobra byta odpowiednio duza, by wartosé
oczekiwana uzytecznos$ci loterii dla tego uczestnika byla nizsza niz 1/n sumy
uzyteczno$ci poszczegdlnych débr.

Lemat 3. Jezeli procedura jest wolna od zazdrosci, to jest tez proporcjonalna.

Dowdd. Jezeli warto$¢ oczekiwana uzytecznosci dla danego uczestnika po-
dzialu jest w jego ocenie nie mniejsza niz warto$¢ oczekiwana dla kazde-
go pozostatego uczestnika, to musi ocenia¢ swojg warto$¢ oczekiwang za
co najmniej réwng 1/n sumy uzytecznosci rozdzielanych débr. W przeciw-
nym wypadku suma warto$ci oczekiwanych uzytecznosci loterii wszystkich
uczestnikéw podzialu w ocenie tego uczestnika bytaby mniejsza od sumy uzy-
teczno$ci rozdzielanych débr.

Twierdzenie 19. Procedury LRR i PS sg proporcjonalne.
Dowéd. Skoro procedury LRR i PS sg wolne od zazdrosci, to na mocy Lematu
3 musza by¢ tez proporcjonalne.

Twierdzenie 20. Procedura RSW jest proporcjonalna.

Dowd6d. Jesli wszyscy uczestnicy podzialu majg identyczne preferencje, to
rozwigzaniem bedzie macierz réwnych prawdopodobienistw. W pozostalych
sytuacjach rozwigzanie bedzie dominowato stochastycznie macierz réwnych
prawdopodobiefistw (zob. Kuc, 2000: 188; Lissowski, 2006: 23), a zatem na
mocy Lematu 2 procedura RSW musi by¢ proporcjonalna.

Twierdzenie 21. Procedura L-RSS nie jest proporcjonalna.

Dowéd. Rozwazmy przyktad przedstawionej w Tabeli 4 macierzy prawdopo-
dobienstw dla profilu preferencji nr 2. W przykladzie tym wszyscy uczestnicy
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podzialu majg szanse Y2 na najwyzej oceniane dobro i Y2 na najnizej ocenia-
ne dobro. Istniejg profile uzyteczno$ci niesprzeczne z profilem preferencji,
dla ktérych uczestnicy otrzymuja loterie o warto$ci oczekiwanej ponizej 1/n
sumy uzytecznos$ci débr w zbiorze, np. wtedy, gdy dla kazdego uczestnika
uzyteczno$¢ najwyzej cenionego przez niego dobra wynosi 9, drugiego 8, za$
trzeciego 1. Warto$¢ oczekiwana uzyteczno$ci débr mozliwych do uzyskania

w wygenerowanej loterii wynosi 9 - % +8:-0+1 i =5, za$ 1/n sumy uzy-
9+8+1 =6

teczno$ci débr wynosi

4.6. Staba proporcjonalnosé¢

Definicja. Macierz prawdopodobienistw spelnia warunek stabej proporcjonalnosci
wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego uczestnika podziatu istnieje mozliwo$é, ze war-
to$¢ oczekiwana uzytecznosci wyznaczonej dla niego loterii jest w jego odczuciu nie
mniejsza od 1/n sumy uzytecznoSci poszczegdlnych débr.

n

a 1
Juel,:VgeG: ZQg(di)ug(di) > - Zug(di)
i=1 =1
Definicja. Procedura jest stabo proporcjonalna wtedy i tylko wtedy, gdy generuje
wylacznie macierze spelniajace warunek stabej proporcjonalnosci.

Lemat 4. Macierz jest stabo proporcjonalna wtedy i tylko wtedy, gdy macierz
réwnych prawdopodobiefistw nie dominuje stochastycznie tej macierzy dla zadnego
uczestnika podziatu.

Dowéd. Macierz réwnych prawdopodobienstw kazdemu uczestnikowi gwa-
rantuje warto$¢ oczekiwang réwng 1/n sumy uzytecznosci débr. Jesli wyge-
nerowane rozwigzanie jest dla jakiego$ uczestnika podzialu zdominowane
przez macierz réwnych prawdopodobienistw, to dla tego uczestnika wartosé
oczekiwana musi by¢ mniejsza niz 1/n. Jesli nie jest, to albo przydziela uczest-
nikowi szanse 1/n, albo nie. W pierwszym przypadku w sposéb oczywisty war-
to$¢ oczekiwana loterii tego uczestnika jest réwna 1/n sumy uzyteczno$ci débr.
W drugim przypadku, skoro rozwigzanie nie jest dla tego uczestnika zdomino-
wane przez macierz rownych prawdopodobienistw, to musi istnieé¢ takie k, ze
szansa uczestnika na otrzymanie jednego z k najwyzej cenionych débr przekra-
cza k/n. Wowczas wystarczy, aby réznica miedzy uzytecznoscig k-tego i k+1-sze-
go dobra byta odpowiednio duza, by warto$¢ oczekiwana uzytecznosci loterii
dla tego uczestnika przekroczyta 1/n sumy uzytecznosci poszczegdlnych débr.

Twierdzenie 22. Procedury LRR, RSW i PS sg stabo proporcjonalne.

Dowd6d. Procedury LRR, RSW i PS sg proporcjonalne w mocnym sensie, za-
tem muszg by¢ tez proporcjonalne w sensie stabym.
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Twierdzenie 23. Procedura L-RSS jest stabo proporcjonalna.

Dow6d. Macierz réwnych prawdopodobienstw jest jednym z rozwigzan spel-
niajacych warunek réwnych szans satysfakcji. L-RSS wybiera z pewnoscig
rozwigzanie, w ktérym szansa wylosowania najwyzej cenionego dobra jest nie
mniejsza niz w przypadku macierzy réwnych prawdopodobiefistw. Jesli jest
wieksza, to rozwigzanie nie moze by¢ zdominowane stochastycznie przez ma-
cierz rownych prawdopodobienstw. Jesli za$ jest rowna, to analogiczne rozu-
mowanie nalezy przeprowadzi¢ dla kolejnego dobra w hierarchii preferencji.
Albo dla ktéregos dobra szansa ta bedzie wieksza (a szanse na otrzymanie
lepszych débr réwne 1/n kazda), albo uzyskamy macierz réwnych prawdopo-
dobienstw. Wygenerowana macierz nie moze by¢ wiec zdominowana przez
macierz réwnych prawdopodobienstw, zatem na mocy Lematu 4 procedura
L-RSS musi by¢ proporcjonalna.

4.7. Slusznosé

Mianem stuszno$ci bywa okreslane wiele rozmaitych postulatéw. W niniejszym
artykule stuszno$é bedzie rozumiana wedtug definicji Bramsa i Taylora (1996: 241).

Definicja. Macierz prawdopodobienstw spelnia warunek stuszno$ci wtedy i tylko
wtedy, gdy dla wszystkich profili uzytecznosci kardynalnych niesprzecznych z profilem
preferencji kazdy uczestnik podziatu identycznie ocenia proporcje wartosci oczekiwa-
nej uzytecznosci swojej loterii do sumy uzyteczno$ci wszystkich rozdzielanych débr.

Doic1 Qu(di) ug(di) _ 305, Qnldi) un(di)

Z?=1 ug(d;) Z?:1 up(d;)

Definicja. Procedura jest stuszna wtedy i tylko wtedy, gdy generuje wylacznie ma-
cierze spelniajgce warunek stusznosci.

Yu € Up: Vg, h € G:

Lemat 5. Jedyng macierza prawdopodobienstw spelniajaca warunek stuszno$ci
jest macierz réwnych prawdopodobienstw.

Dowd6d. Przypu$émy, ze dla pewnej macierzy prawdopodobiefistw przy pew-
nym profilu uzytecznos$ci kazdy uczestnik podziatu identycznie ocenia pro-
porcje warto$ci oczekiwanej uzytecznosSci swojej loterii do sumy uzyteczno-
ci wszystkich rozdzielanych débr. Dokonajmy nastepnie zmiany warto$ci
uzyteczno$ci jednego z débr w profilu uzytecznosci jednego uczestnika tak,
aby nowy profil uzytecznosci po zmianie byt nadal niesprzeczny z profilem
preferencji. Stosunek warto$ci oczekiwanej loterii do sumy uzyteczno$ci débr
mogt sie zmienié tylko dla tego uczestnika, dla pozostatych za$ nie, zatem aby
rzeczone proporcje byly nadal réwne dla wszystkich uczestnikéw, przepro-

DECYZJE NR 26/2016 DOI: 10.7206/DEC.1733-0092.78

97



PROBABILISTYCZNE METODY PODZIALU ZBIORU DOBR NIEPODZIELNYCH

wadzona zmiana nie moglaby zmieni¢ tej proporcji dla uczestnika, w ktére-
go wektorze uzyteczno$ci dokonano zmian. Jesli po dowolnej takiej zmianie
uczestnik podziatu identycznie ocenia rzeczong proporcje, to poprzez serie po-
jedynczych zmian mozemy uzyskaé¢ dowolny profil uzytecznosci niesprzeczny
z profilem preferencji. Zatem macierz prawdopodobienstw bedzie stuszna za-
wsze i tylko, jesli przy pewnym profilu uzytecznosci kazdy uczestnik podziatu
identycznie ocenia proporcje wartoéci oczekiwanej uzyteczno$ci swojej loterii
do sumy uzytecznosci wszystkich rozdzielanych débr, a dowolna pojedyncza
zmiana w profilu uzyteczno$ci nie powoduje zmian w proporcji wartosci ocze-
kiwanej loterii do sumy wartosci débr.

Oznaczmy przez A, roznicg miedzy uzytecznoScig i-tego dobra dla uczestnika
g wedlug zmodyfikowanego profilu preferencji a uzytecznoscig wedtug profilu
pierwotnego. Aby zmiana uzytecznoSci dowolnego lecz ustalonego dobra d
dla dowolnego lecz ustalonego uczestnika k nie powodowata zmiany proporcji
miedzy warto$cig oczekiwang loterii, musi by¢ spelnione réwnanie:

i1 Qn(di)un(di) _ 3o, Qnldi)un(di) + An; Qn(d;)
> i1 un(di) ZL ) uh( i) + An;

Z powyzszego rownania wynika, ze:

Z Qh(d'i,)ulh (dz) (Z UIL( + Ahj) Uh (1 (Z Qh(d Uh + AI!]QI:( ))
i=1 1

i=1 i=

Réwnanie to da sie uproscié do:
Apj Z Qn(di)un(di) = An;jQn(d;) Z up(d
=1

A ;&0, zatem:

ZQh Jun(di) = Qn(d Z up(d;)
i=1

Co za tym idzie:

Z?:l Qn(di)un(d;)

Z?:l up(d;)

Zatem zmiana uzytecznoSci dobra dla pewnego uczestnika nie zmienia propor-
cji miedzy warto$cig oczekiwang loterii a suma uzytecznosci débr zawsze i tylko,
gdy prawdopodobienstwo otrzymania tego dobra przez tego uczestnika jest réwne
tej proporcji.

Qn(d;) =

Jesli ta proporcja ma pozostaé niezmienna przy zmianie uzyteczno$ci dowolnego
dobra, oznacza to, ze prawdopodobiefistwa otrzymania kazdego dobra musza by¢
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réwne tej proporcji, a przez to takze sobie nawzajem. W konsekwencji macierze inne
niz macierz réwnych prawdopodobienistw nie mogg by¢ stuszne.

Pozostalo wykazaé, ze macierz réwnych prawdopodobiefistw jest stuszna. Jesli
kazde z prawdopodobienistw otrzymania okre$lonego dobra przez kazdego uczestni-
ka jest réwne 1/n, to dla kazdego uczestnika proporcja miedzy wartoScig oczekiwang
takiej loterii musi by¢ réwna 1/n sumy uzyteczno$ci débr, a zatem dla kazdego z nich
jest réwna. Ponadto prawdopodobienistwo otrzymania okre$lonego dobra przez da-
nego uczestnika jest zawsze réwne 1/n, zatem jest rowne tej proporcji.

W literaturze mozna wprawdzie spotkaé¢ takze inne procedury okreslane jako
stuszne, jednak wigze sie to badz z inng definicjg stusznosci, badz z innymi zatoze-
niami modelu.

Gdyby dopusci¢ mozliwosé, ze dobro moze nie zosta¢ przydzielone nikomu, to
istniatby drugi podzial gwarantujacy stuszno$¢ - taki, w ktérym nikt niczego nie
otrzymuje. Wtedy kazdy uczestnik otrzymatby cze$¢ o uzytecznosci réwnej 0% sumy
uzyteczno$ci wszystkich débr.

Twierdzenie 24. Procedura LRR jest jedyng procedurg stuszna.

Dowéd. Procedura LRR kazdemu profilowi preferencji przypisuje macierz
réwnych prawdopodobienstw, ktéra jest jedyng macierza spetniajgca warunek
stuszno$ci (Lemat 5). Jesli procedura jakiemus profilowi preferencji przypisuje
macierz inng niz macierz réwnych prawdopodobienstw, to generuje macierz
niespelniajacg warunku stusznosci, a zatem procedura ta nie jest stuszna. Jesli
za$ kazdemu profilowi preferencji przypisuje macierz réwnych prawdopodo-
bienstw, to jest rownowazna procedurze LRR.

Przy dodatkowym zalozeniu na temat profilu uzytecznos$ci stuszna bytaby takze
procedura L-RSS. Wymagaloby to jednak przyjecia, ze stosunek uzyteczno$ci najlep-
szego dobra do uzytecznosci drugiego najlepszego dobra jest taki sam dla wszystkich
uczestnikéw podziatu, podobnie stosunek miedzy drugim a trzecim najlepszym do-
brem, miedzy trzecim a czwartym etc. Jednak bez tego zalozenia procedura L-RSS
nie jest stuszna w opisanym wyzej rozumieniu.

4.8. Slaba stlusznosé

Definicja. Macierz prawdopodobiefistw spelnia warunek stabej stusznosci wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje taki profil uzytecznosci kardynalnych niesprzeczny z profi-
lem preferencji, przy ktérym kazdy uczestnik podziatu identycznie ocenia proporcje
warto$ci oczekiwanej uzyteczno$ci swojej loterii do sumy uzytecznosci wszystkich
rozdzielanych débr.
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> i1 Qo(di) ug(di) 357 Qn(di) un(dy)

i1 g(dhi) 2 i un(di)

Definicja. Procedura jest stabo stuszna wtedy i tylko wtedy, gdy generuje wytgcz-
nie macierze spetniajgce warunek stabej stusznosci.

JueU,:Vg,heG:

Twierdzenie 25. Procedura LRR jest stabo stuszna.

Dowdd. Procedura LRR jest stuszna w mocnym sensie, musi wiec by¢ stuszna
takze w sensie stabym.

Twierdzenie 26. Procedura L-RSS jest stabo stuszna.

Dowdd. Przyklad typu profilu uzytecznosci, przy ktérych warunek ten jest
spetniony, zostal podany w pkt 4.7.

Twierdzenie 27. Procedury RSW i PS réwniez sg stabo stuszne.

Dowdd. Procedury te generujg zawsze macierze réwnych prawdopodobienstw
(a wiec spelniajace warunek stusznosci) lub porzadkowo lepsze dla kazdego
uczestnika od takiej macierzy. W tym drugim przypadku zawsze da sie dobraé
uzytecznosci w taki sposob, by podziat byl stuszny. Staje sie to oczywiste, jesli
zauwazy sie, ze uzytecznoSci dla pojedynczego uczestnika podziatu moga by¢
do siebie dowolnie zblizone, a wigc warto$¢ oczekiwana uzyteczno$ci wygene-
rowanego rozwigzania moze by¢ dla tego uczestnika dowolnie bliska 1/x sumy
uzytecznosci dobr (aczkolwiek musi by¢ od niej wieksza).

4.9. Odporno$é na indywidualne zachowania strategiczne

Jest to postulat czesto spotykany w literaturze przedmiotu. Ponizszg definicje tego
postulatu znalez¢é mozna w wielu artykutach (np. Bogomolnaia i Moulin, 2001: 309).

Definicja. Procedura jest odporna na indywidualne zachowania strategiczne wte-
dy i tylko wtedy, gdy dla Zadnego profilu preferencji nie istnieje profil réznigcy si¢
od niego wyltgcznie preferencjami jednego uczestnika podziatu, dla ktérego to profi-
lu rozwigzanie wygenerowane przez procedure mogloby by¢ korzystniejsze dla tego
uczestnika, tj. zapewnia¢ mu wyzsza warto$¢ oczekiwang uzyteczno$ci przy pewnym
profilu uzytecznosci kardynalnych niesprzecznym z pierwotnym profilem preferencji.

W przeciwnym wypadku podanie nieprawdziwych informacji na temat swoich
preferencji na dobrach mogloby by¢ optacalne dla uczestnika. Oznaczmy przez Q'g
prawdopodobiefistwa uzyskane w wyniku podania przez uczestnika g nieprawdziwe;j
preferencji na rozdzielanych dobrach.

Vpe Pop VueUp: Vg€ G: > Qqldi)ug(di) >y Qh(di)ug(ds)
=1 i=1
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Twierdzenie 28. Procedura LRR jest odporna na zachowania strategiczne.

Dowd6d. Procedura LRR jest w oczywisty sposéb odporna na zachowania stra-
tegiczne: skoro preferencje uczestnikéw nie sg brane pod uwage, to zmiana
profilu preferencji nie ma wplywu na generowane rozwigzanie.

Twierdzenie 29. Procedura RSW jest odporna na zachowania strategiczne.

Dowéd. Zadeklarowanie przez uczestnika nieszczerych preferencji moze dla
niego sprawi¢ jedynie to, ze dla niektérych kolejno$ci dokonywania wyboréw
otrzymalby dobro mniej pozgdane niz najlepsze dostepne. Formalny dowdd
przedstawili Bogomolnaia i Moulin (2001: 320).

Twierdzenie 30. Procedura L-RSS nie jest odporna na zachowania strategiczne.

Dow6d. Brak odpornosci procedury L-RSS na zachowania strategiczne da sie
zaobserwowacé na ponizszym przykladzie:

Tabela 25
Profil preferencji nr 5
d d, d,
g, 1 2 3
9, 2 1 3
9, 2 1 3

Dla profilu preferencji nr 5 (zob. Tabela 25) rozwigzaniem jest macierz row-
nych prawdopodobienstw. Gdyby jednak uczestnik g, zadeklarowat, ze woli
dobro d, od d,, wéwczas profil zadeklarowanych preferencji byltby identyczny
z profilem preferencji nr 2 (zob. Tabela 2), a macierz prawdopodobienistw by-
taby taka, jak w Tabeli 4. Macierz ta bytaby z pewno$cig bardziej optacalna dla
uczestnika g, — zamiast rownych szans na otrzymanie kazdego z trzech débr,
mialby szanse "2 na otrzymanie ulubionego dobra i 2 na otrzymanie drugiego
ulubionego dobra.

Twierdzenie 31. Procedura PS nie jest odporna na zachowania strategiczne.

Dowéd. Brak odpornosci procedury PS na zachowania strategiczne da si¢ wy-
kaza¢ na przykladzie profilu preferencji nr 4 (Tabela 11). Przyklad ten przed-
stawili Bogomolnaia i Moulin (2001: 308). Dla tego profilu preferencji pro-
cedura PS generuje macierz prawdopodobienstw przedstawiong w Tabeli 12.

Rozpatrzmy profil preferencji rézniacy si¢ od profilu nr 4 tym, ze uczestnik g,

woli dobro d, od dobra d,.
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Tabela 26
Zmodyfikowany profil preferencji nr 4, w ktorym uczestnik g; woli dobro d, od dobra d,
d, d, d,
9 1 2 3
9, 1 3 2
9, 1 2 3

Woéwczas rozwigzaniem bytaby macierz przedstawiona w Tabeli 27:

Tabela 27
Macierz prawdopodobiefistw wygenerowana przez procedure PS na podstawie zmodyfikowane-
go profilu preferencji nr 4, w ktérym uczestnik g, woli dobro d, od dobra d, (z0b. Tabela 26)

d1 d? d3
g, 13 1/2 1/6
g, 13 0 2/3
g 13 12 1/6

Tabela 28

Prawdopodobieristwa otrzymania przez poszczegolnych uczestnikow débr znajdujqcych sig
na okreslonym miejscu w ich hierarchii preferencji przy zastosowaniu procedury PS profilu
preferencji nr 4, w ktérym uczestnik g, woli dobro d, od dobra d, (z0b. Tabela 26)

d d, d
9 1/3 1/2 1/6
g, 1/3 2/3 0

g, 172 1/3 1/6

W przypadku, gdyby dla uczestnika g, uzytecznos¢ dobr d,, d,, d; wynosita od-
powiednio np. 9, 10 i 1, wéwczas wynik taki, jak w Tabeli 27, bylby dla niego
bardziej optacalny niz ten w Tabeli 12. Oplacaloby mu si¢ wéwczas podaé nie-
prawdziwe preferencje na dobrach, deklarujac, ze woli dobro d, od dobra d,.
Dla oryginalnego profilu preferencji nr 4 oczekiwana uzyteczno$¢ loterii dla

uczestnika g; wyniostaby bowiem 9 - 0 + 10 - % +1- % = 7,75, za$ w przypadku

zmodyfikowanego profilu preferencji 9 § +10- % +1- % = 8%.

4.10. Staba odpornoé¢ na indywidualne zachowania strategiczne

Ponizszej definicji uzyli m.in. Bogomolnaia i Moulin (2001: 309).

Definicja. Procedura jest odporna na indywidualne zachowania strategiczne wte-
dy i tylko wtedy, gdy dla Zadnego profilu preferenciji nie istnieje profil rézniacy si¢ od
niego wylgcznie preferencjami jednego uczestnika podziatu, dla ktérego to profilu
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rozwigzanie wygenerowane przez procedure jest z pewnoscig korzystniejsze dla tego
uczestnika, tj. zapewnia mu wyzszg warto$¢ oczekiwang uzyteczno$ci przy kazdym
profilu uzytecznosci kardynalnych niesprzecznym z pierwotnym profilem preferencji.

Vp€ Pop ueUp:VgeG: > Qqldi)ug(di) > Qp(di)ug(ds)
=1 =1

Twierdzenie 32. Procedury LRR i RSW sg stabo odporne na zachowania strate-
giczne.

Dowd6d. Procedury te sg odporne na zachowania strategiczne, a zatem musza
tez by¢ stabo odporne na zachowania strategiczne.

Twierdzenie 33. Procedura PS jest stabo odporna na zachowania strategiczne.
Dowdd przedstawili Bogomolnaia i Moulin (2001, 318-320).

Twierdzenie 34. Procedura L-RSS nie jest stabo odporna na zachowania strate-
giczne.

Dowdd. Brak stabej odpornosci na zachowania strategiczne wida¢ na przy-
kladzie przedstawionym w pkt 4.9: dla uczestnika g, jest z pewnoscia bardziej
oplacalne otrzyma¢ dwa najwyzej cenione przez siebie dobra z szansa 2 na
kazde, niz mie¢ szanse réwne 1/3 na otrzymanie kazdego z trzech débr.

4.11. Podsumowanie

Tabela 29 zawiera podsumowanie wlasno$ci omawianych procedur. Jak wcze-
$niej wykazano, niektére z tych procedur sg sobie réwnowazne, tj. zawsze prowa-
dzg do takich samych wynikéw. Réwnowazne sg procedura réwnych szans wyboru
i procedura core from random endowments. Réwnowazne sg takze: procedura pro-
babilistic serial, procedura réwnych szans wyboru z czynnikiem k dla nieskonicze-
nie duzego k, a takze procedura top trading cycles from equal division. Procedury
wzajemnie rownowazne maja takie same wlasnosci formalne, dlatego w niniejszym
zestawieniu zostaly ujete razem.

Losowanie z rozktadu réwnomiernego posiada szereg zalet i bardzo powazng
wade w postaci braku optymalno$ci zaréwno porzadkowej, jak ex post. Leksykogra-
ficzna procedura réwnych szans satysfakcji spetnia bardzo waski zestaw postulatéw,
z ktérych kazdy jest spelniany przez wszystkie pozostate z omawianych procedur.
Procedura réwnych szans wyboru (i réwnowazna jej procedura core from random
endowments) spelnia szeroki zestaw postulatéw — nie spelnia jedynie warunku po-
rzadkowej optymalnos$ci, wolno$ci od zazdrosci i stuszno$ci. Optymalna porzadkowa
i wolna od zazdro$ci jest za to procedura probabilistic serial (i dwie réwnowazne jej
procedury), ale za cene utraty odpornosci na jednostkowe zachowania strategiczne.
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Tabela 29
Podsumowanie wlasnosci formalnych omawianych probabilistycznych procedur podziatu zbioru
dobr niepodzielnych
Wiasnosé LRR L-RSS RSW, CfRE PS, TTCfED, RSW-k-inf
Porzadkowa optymalnos¢ x v
Optymalnosé ex post
Wolnos¢ od zazdrosSci
Staba wolnos¢ od zazdrosci
Proporcjonalnosé
Staba proporcjonalno$¢
Stusznosé
Staba stusznos¢

Odporno$¢ na jednostkowe
zachowania strategiczne
Staba odpornosc¢ na jednost-
kowe zachowania strategiczne

ANE RN ENENENEN

NEIMNEIEIERE

EENENENENENANERE
AN EEENEANENERRN

x
x

<
x
<
<

Na podstawie przeprowadzonych analiz wtasciwosci formalnych procedur pro-
babilistycznych mozna doj$¢ do kilku wnioskéw sformutowanych bardziej ogélnie.

Twierdzenie 35. Nie istnieje procedura probabilistyczna, ktéra bytaby jednocze-
$nie stuszna i porzadkowo optymalna.

Twierdzenie 36. Nie istnieje procedura probabilistyczna, ktéra bylaby jednocze-
$nie stuszna i optymalna ex post.

Dowdd. Jedyng procedurg stuszng jest procedura LRR (zob. Twierdzenie 24).
Procedura ta nie jest porzgdkowo optymalna ani optymalna ex post.

Twierdzenie 37. Jesli procedura probabilistyczna jest stuszna, to jest tez wolna od
zazdrosci, proporcjonalna i odporna na zachowania strategiczne.

Dowdd. Jedyna procedurg stuszng jest procedura LRR (zob. Twierdzenie 24).
Procedura ta jest wolna od zazdroSci, proporcjonalna i odporna na zachowa-
nia strategiczne.

5. ZAKONCZENIE

Niniejszy artykul przedstawia wybrane procedury probabilistyczne wraz z ich
wlasno$ciami formalnymi. Warto podkresli¢, ze zalozenia przyjete w artykule
(i czesto przyjmowane w literaturze) zawezajg zakres stosowalnosci procedur, moga
one jednak stanowié uzyteczne punkty odniesienia przy ocenie procedur stosowa-
nych w praktyce. Uchylenie poszczegélnych zalozen ma daleko idgce konsekwen-
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cje. Rezygnowanie z poszczegélnych zalozen przy probie zachowania dotychczaso-
wych pozadanych cech procedur wyznacza pole dalszego rozwoju analiz procedur
probabilistycznych.

Uchylenie zalozenia o mocnych preferencjach rozszerzytoby dziedzine procedur
probabilistycznych o profile preferencji zawierajgce indyferencje, ktérym to profi-
lom musiatyby przypisaé macierze prawdopodobiefistw. Procedury moglyby wtedy
nie spelniaé niektérych spelianych dotychczas postulatéw w przypadku, gdyby
macierze generowane dla profili z indyferencjami okazaly si¢ nie mie¢ pewnych
pozadanych cech.

Przyjecie zalozenia o mocniejszej skali pomiaru preferencji nie tylko zmienitoby
dziedzine procedur probabilistycznych, lecz takze miatoby istotny wptyw na formu-
fowanie pozadanych cech macierzy prawdopodobienstw — wolnosci od zazdrosci,
proporcjonalno$ci, stusznosci i odpornosci na zachowania strategiczne. Wéwczas
znane bylyby konkretne warto$ci uzyteczno$ci poszczegélnych débr dla kolejnych
uczestnikow, nie bytoby zatem potrzeby rozwazania catej klasy profili uzytecznosci
niesprzecznych z profilem preferencji.

Zrezygnowanie z zalozenia o tym, ze kazdy uczestnik ma otrzymaé doktadnie
jedno dobro, nawet przy zachowaniu zalozenia réwnej liczby débr i uczestnikéw
podzialu, rozszerza zbiér dopuszczalnych rozwigzan - macierze prawdopodo-
biefistw nie musialyby by¢ podwdéjnie stochastyczne, wystarczyloby, aby dla kazde-
go dobra suma prawdopodobiefistw trafienia do poszczegélnych uczestnikow wy-
nosita 1. Jesli uwzglednié, ze pewne dobra mogg by¢ wzajemnie komplementarne
(np. komputer i monitor) lub substytucyjne (np. dwa zegarki), to wéwczas sposéb,
w jaki macierz prawdopodobienistw przetozy si¢ na loterie na alokacjach, nie jest
pozbawiony znaczenia.

Rozszerzenie procedur na sytuacje, gdy liczba débr jest mniejsza od liczby uczest-
nikéw podziatu, jest rozwigzywalna przez stworzenie sztucznego ,pustego” niewy-
czerpywalnego dobra. Wymaga to relatywnie niewielkich modyfikacji istniejgcych
procedur (np. w razie potrzeby innej liczby zetonéw na to dobro przy procedurze
RSW-k). Mozna takze stworzy¢ odpowiednig liczbe ,pustych” wyczerpywalnych débr,
jednak wéwczas uczestnicy byliby indyferentni miedzy ,pustymi” dobrami, co wyma-
ga przystosowania procedury do indyferencji. Wieksze problemy stwarza sytuacja,
gdy liczba débr przekracza liczbe os6b. Nalezy wtedy ustalié, czy mozliwe jest, by
uczestnik otrzymat wigcej niz jedno dobro. Odpowiedz zalezy od tego, do jakiej klasy
probleméw ma by¢ wykorzystywana procedura — przy podziale spadku uczestnicy
mogg otrzymywac wiecej niz jedno dobro, jednak mija sie to z celem np. przy przy-
dzielaniu miejsc na studia. Dopuszczenie otrzymywania wigcej niz jednego dobra
rodzi problemy wskazane w poprzednim akapicie.
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Mozliwo$¢ uwzgledniania przez uczestnikéw konsekwencji podziatu dla pozosta-
lych uczestnikéw wymagalaby okreslenia preferencji uczestnikéw podziatu nie na
dobrach, ale na catych macierzach prawdopodobienstw, lub co najmniej dotaczenia
dodatkowych informacji o wplywie tego, co otrzymaja inni, na uzyteczno$¢ macierzy
stanowigcej rozwigzanie.

Zréznicowanie uprawnien poszczeglnych uczestnikéw do zbioru dzielonych débr
radykalnie zmienia spos6b oceny macierzy prawdopodobienstw. Wymaga to przefor-
mutowania definicji pozgdanych cech macierzy prawdopodobiefistw i procedur.

Niezaleznie od konsekwencji zatozeni, problem dekompozycji macierzy prawdo-
podobienistw na loterie na alokacjach stanowi osobne zagadnienie wazne ze wzgle-
déw praktycznych. Jesli losowanie ma zostaé przeprowadzone w praktyce, to musi
by¢ okreslony jaki$ algorytm tego losowania. Znajac ten algorytm mozna okreslié,
jakie jest prawdopodobienstwo uzyskania okreslonej alokacji deterministycznej. Al-
gorytm ten przektada zatem macierze prawdopodobiefistw na loterie na alokacjach.
Warto przy tym zauwazy¢, ze pewne loterie na alokacjach moga mie¢ pewne pozada-
ne lub niepozadane cechy w poréwnaniu do innych loterii prowadzacych do takich
samych macierzy prawdopodobienstw.

Wymienione zagadnienia wskazujg, ze w dziedzinie badan nad procedurami pro-
babilistycznymi wcigz jest jeszcze wiele do zrobienia.
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