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Streszczenie: Praca stanowi przeglqd najciekawszych tematéw zwiqzanych z najbar-
dziej znanym sposréd jednoelementowych rozwiqzan gier kooperacyjnych z wyplatami
ubocznymi — wartosciq Shapleya. Przedstawimy oryginalng definicje tej wartosci, najwaz-
niejsze wzory, podstawowe wlasnosci i twierdzenia charakteryzujgce wartos¢ Shapleya po-
przez zestawy wlasnosci. Pokazemy, jak wyglada i zachowuje sig wartos¢ Shapleya na nie-
ktérych specjalnych grach i typach gier. Opiszemy niektére znane zastosowania, w szcze-
golnosci w zagadnieniach rozdzialu kosztéw, a takze jako indeksu sity w problemach po-
dejmowania decyzji grupowych modelowanych jako gry proste. Przedstawimy takze niekto-
re szczegolnie typowe lub interesujgce sposrdd uogdlnieri i rozszerzen wartosci.

Stowa kluczowe: gra kooperacyjna, rozwiqzanie, wartos¢ Shapleya, efektywnosé,
rownoprawnosé, monotonicznosé, wklady kravicowe, gry proste, indeks sity, podziat
kosztow, wartosci wazone, proceduralne i egalitarne.

THE SHAPLEY VALUE

Abstract: The paper is a review of most interesting topics on the most renowned one-
element solution of cooperative games with side payments — the Shapley value. After an
elementary introduction, we present the original definition of the Shapley value, basic
formulae and properties as well as main theorems characterizing the Shapley value by
systems of axioms. The form and behaviour of the value of some specific games and types
of games is demonstrated. Some applications are described, including those in cost
sharing problems and as a power index in group decision making problems modelled as
simple games. Also some particularly typical or interesting extensions and
generalizations of the Shapley value are presented.
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1. Wprowadzenie. Gry kooperacyjne i ich rozwigzania

Wyobrazmy sobie nastepujaca prosta sytuacje, jaka moze wystapi¢ w rzeczywi-
stym $wiecie:

Trzej drobni plantatorzy (A, B i C) zebrali truskawki — A i B po 300 tubianek,
a C 250 - i teraz musza je sprzedac. Na terenie plantatora A jest jedyny w okolicy do-
bry punkt przy ruchliwej drodze, gdzie mozna sprzeda¢ dowolng ilo$¢ truskawek
po 3 zl za tubianke. B moze na wlasng reke sprzedawaé truskawki jedynie przy bocz-
nej drodze, gdzie da si¢ uzyskac cene 2 zI za tubianke. Plantator C na miejscu tez mo-
ze tylko ustawié sie przy bocznej drodze, ale jako jedyny z trzech ma samochdd do-
stawczy, ktérym moze zawiez¢ do miasta nawet tysigc tubianek i tam sprzedac po 4 zt
za tubianke. Koszty kursu do miasta wraz z oplata placowg na targu wynosza 200 zl.

Jest to bardzo typowe zagadnienie z tematyki gier kooperacyjnych, a jego formalny
opis i analiza to jedno z zadan, jakie niedawno utozytem na egzamin z teorii gier dla
studentéw ekonomii UW. Dociekliwy czytelnik zapyta w tym miejscu: gdzie tu jest ja-
kakolwiek gra? Ot6z trzej plantatorzy, jesli chca osiagnaé jak najwiekszy dochdd ze
sprzedazy truskawek, oczywiscie powinni wej$¢ w koalicje, czyli - w tym przypadku
- dogadac sie, ze wspdlnie sprzedadzg wszystkie zebrane truskawki w miescie (gdzie
uzyskajg najlepsza cene), oraz uzgodnié, jak podzielq pomiedzy siebie ten dochéd. Jest
tu wiec miejsce na negocjacje, propozycje i kontrpropozycje, a nawet grozby - na przy-
ktad plantator C moze zagrozi¢, ze jezeli przy podziale sumy za sprzedane truskawki
nie otrzyma co najmniej 1100 zi, to pojedzie do miasta tylko z wlasnymi truskawkami,
wskutek czego A i B dostang co najwyzej po 3 zt za tubianke. Innymi stowy, plantato-
rzy przed (ewentualnym) dojsciem do porozumienia rozgrywajg gre negocjacyjna,
w ktdrej moga podjac wiele roznych dziatan. Takie gry to domena teorii gier niekoope-
racyjnych, w ktérych kazdy gracz na wlasng reke wybiera sposréd dostepnych sobie ak-
cji — raz lub wiele razy, w zaleznosci od regut gry — a podjete przez wszystkich akcje
decyduja wspdlnie o ostatecznym wyniku; tak jest w szachach, pokerze, negocjacjach
placowych i ustalaniu cen przez konkurujacych producentéw. Natomiast teoria gier
kooperacyjnych ,przeskakuje” etap negocjacji, tworzenia koalicji i dochodzenia do po-
rozumienia, przyjmuje jako dane wejSciowe taczne zarobki mozliwe do uzyskania
przez (kazda) koalicje w razie jej powstania i interesuje si¢ koalicjami, jakie ostatecz-
nie mogg utworzy¢ racjonalni gracze, oraz podzialami, jakie uzgodnia.

Formalnie gra kooperacyjna jest opisana przez zbiér graczy oraz funkcje charakte-
rystyczng. Zbiér graczy, oznaczany zwykle przez N, czesto utozsamia si¢ ze zbiorem
pierwszych n liczb naturalnych, czyli méwi si¢ o graczu 1, graczu 2 itd. az do gracza
n —a wiec na przyklad w grze czteroosobowej mamy N = {1,2,3,4}. Czesto jednak za-
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miast tego graczy oznacza sie kolejnymi literami (jak w przykladzie powyzej) lub
po prostu podaje sie ich nazwy. Koalicja to dowolny podzbidr zbioru graczy; w grze
n-osobowej wszystkich koalicji jest 2", w tym wielka koalicja N zlozona ze wszystkich
graczy oraz koalicja pusta.

Funkcja charakterystyczna gry to funkcja rzeczywista v okre§lona na zbiorze
wszystkich koalicji, interpretowana w ten sposéb, ze dla koalicji T wielko$¢ v(T) to su-
ma, jakg koalicja T jest w stanie wypracowac/uzyskac¢ samodzielnie, czyli bez oglada-

nia sie na to, co zrobig pozostali gracze'. Ta interpretacja naturalnie implikuje waru-
nek V(&) =0 - koalicja pusta nie jest w stanie wypracowa¢ nic.

Czesto, gdy jest oczywiste, jaki jest zbiér graczy, utozsamiamy gre z jej funkcja
charakterystyczng i méwimy o grze v zamiast o grze (N,v).

Jak wyglada gra opisujgca sytuacje trzech producentéw truskawek? Oczywiscie
N = {A, B, C}, natomiast dla wyznaczenia funkcji charakterystycznej musimy prze-
analizowa¢ mozliwosci wszystkich koalicji.

Kazdy plantator na wlasng reke moze sprzedaé tylko wlasne truskawki - A po 3 zt
za tubianke, B po 2 zI, a C albo po 2 zl u siebie, albo po 4 zt w miescie. Ta druga wer-
sja wymaga wprawdzie poniesienia kosztéw w wysokosci 200 zl, ale warto je ponies¢,
bo dzieki temu za 250 tubianek uzyska sie 1000 zt zamiast 500. Mamy wiec:

v({A}) =3-300=900, V({B})=2-300=600, W{C})=4-250—-200=800.

Jesli koalicje utworzg plantatorzy A i B, moga wspdlnie sprzedac¢ wszystkie swoje
truskawki u gracza A po 3 zl za lubianke, a wiec

V({A,B}) = 3- (300+300) = 1800.

Jesli powstanie koalicja zlozona z gracza C i jednego z pozostatych, najbardziej
oplaci sie jej sprzedaé cale swoje zbiory w miescie, gdzie uzyska najlepsza cene,
a koszty poniesie wspdlnie i bedzie mogla je podzielié:

V({A,C}) = 4-(300+250) —200 =2000 , \{B,C}) =4 -(300 +250) —200 =2 000.

Taki sam jest najkorzystniejszy wariant dla wielkiej koalicji:

v({A,B,C}) = 4- (300 + 300 + 250) — 200 = 3200.

! Wielko$¢ v(T) bywa czasem nazywana wartoscig (ang. worth) koalicji T, bedziemy jednak unika¢ tej nazwy ja-
ko mylacej, zwlaszcza w artykule zajmujacym si¢ wartoscig (ang. value) gier.
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Warto zwrdci¢ uwage na pewng bardzo istotng wlasno$¢ tej gry: dla jakichkolwiek
dwoch roztgeznych koalicji S i T zarobki, jakie moze wypracowac sobie koalicja powsta-
jaca przez polaczenie S z T sg wigksze od sumy maksymalnych zarobkéw kazdej z tych
dwoch koalicji z osobna. Mamy na przyklad dla jednoosobowych koalicji {A} i {B}

V{A}) =900, v({B})=600, v({A}U{B})=1800 >900+ 600

i podobnie jest dla kazdej innej pary roztacznych koalicji. Oznacza to, ze zawsze ko-
rzystne jest tworzenie wigkszych koalicji, a w szczegblnosci najkorzystniejsze jest
stworzenie koalicji zlozonej ze wszystkich graczy.

Wiasnos¢ te nazywamy superaddytywnosciq. Gra kooperacyjna (N,v) jest superad-
dytywna, jezeli dla kazdej pary koalicji S, T

SNT=0 = Vv(SUT)2>Vv(S)+V(T).

Skoro za$ w grze superaddytywnej warto taczy¢ koalicje, mozna oczekiwaé, ze ra-
cjonalni gracze w takiej grze utworza wielkg koalicje N i beda dzieli¢ miedzy wszyst-
kich wielko$¢ v(N). Powstaje wiec pytanie, jakiego podziatu sumy v(N) mogg dokonaé
-1 to jest zasadniczy temat teorii gier kooperacyjnych.

Podzial w #n-osobowej grze (N,v) to dowolny n-wymiarowy wektor
X = (X, %,,.., %, )€ R" taki, ze X + X, +..4 X, =V(N). Jest to zatem wektor zto-
zony z udzialéw poszczegolnych graczy w sumie wypracowanej przez wielkg koalicje
- gracz 1 dostaje x,, drugi x, itd. Zbiér wszystkich podzialéw w grze v oznaczymy
przez P(v). (Zauwazmy, ze jesli viw sg grami o tym samym zbiorze graczy N i v(N) =
w(N), to P(v) = P(w); jednak podzial, ktéry jest bardzo sensowny w grze v, moze by¢
nie do przyjecia dla graczy w grze w).

Rozwigzanie to dowolna funkcja p okreslona na zbiorze wszystkich gier koopera-
cyjnych ze skoficzonymi zbiorami graczy, przypisujaca kazdej grze pewien podzbiér
zbioru podzialéw w tej grze. Zatem dla gry (N,v) rozwigzanie tej gry, p(v), jest pod-
zbiorem zbioru P(v) i sktada sie z tych podziatéw, sposrdod ktorych w my$l danego roz-
wigzania gracze powinni wybiera¢. Rozwigzaniami sg na przyktad:

* Rozwigzanie egalitarne e skladajace si¢ jedynie z podzialu réwnego, czyli
.. . . 1. . ,, V(N)
przypisujace kazdemu graczowi w kazdej grze (N,v) wielkos¢ —=.
* Rozwigzanie proporcjonalne p dzielace wielko$¢ v(N) pomiedzy graczy pro-
porcjonalnie do ich indywidualnych mozliwosci:

v({i}) - v(N)
> Vi)

P(N,V) = (p,(V),...p, (V). pi(V) =
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* Zbiér wszystkich podziatéw bliskich réwnemu - takich, ze dla kazdej pary
graczy i,j | X —X; [S €, gdzie € jest pewng (mala) liczba dodatnia.

* Zbiér wszystkich podziatéw x spetniajacych warunek

VTN x =) % V()

jeT

- czyli takich, przy ktorych kazda koalicja otrzymuje facznie co najmniej tyle,
ile bytaby w stanie samodzielnie wypracowa¢. To rozwigzanie, o wiele rozsad-
niejsze i ciekawsze od obu poprzednich, przypisuje kazdej grze v jej rdzen,
oznaczany przez C(v). Rdzen jest jednym z najwazniejszych i najpowszechniej
akceptowanych rozwigzan, wiaza si¢ z nim jednak rozmaite problemy;
w szczegdlnosci rdzenie wielu gier, nawet superaddytywnych, sa puste.

W grze trzech plantatoréw podziat réwny przypisuje kazdemu z nich 10662 , podzia-
ly bliskie réwnemu dowolne kwoty od 10665 —2 do 10662+ 2 (ale sumujace si¢
do 3200), podziat proporcjonalny daje graczowi A 900- 2, graczowi B 600- 22 i graczo-

wi C 800- 2, natomiast do rdzenia nalezy kazdy wektor X = (X,, X5, %) € R’ taki ze
900 < x, <1200, 600<x <1200, 800<x <1400, x +% +x =3200.

Rozwigzanie p nazywamy wartoscia, jezeli dla kazdej gry v zbiér p(v) jest jednoele-
mentowy. Warto$¢ przypisuje zatem kazdej grze doktadnie jeden podziat w tej grze,
a wiec jest uniwersalng - tj. dobrze okreslong dla kazdej gry — metodq podjecia decy-
zji o podziale zarobku wielkiej koalicji pomiedzy graczy. Gdy zdecydujemy sie na dzie-
lenie v(N) w sposéb zgodny z pewng wartoscia, nie mamy probleméw niejednoznacz-
nosci badZ nieistnienia postulowanego podziatu, na jakie napotykamy w przypadku
rozwigzan wieloelementowych.

Sposréd rozwigzan w przykladzie powyzej wartoSciami sg rozwigzanie egalitarne
e (warto$¢ egalitarna) i rozwigzanie proporcjonalne p — w oczywisty sposéb kazde
przypisuje dowolnej grze jeden dobrze okreslony podzial. Jasne jest jednak, ze w nie-
ktérych grach podzial réwny jest absurdalny, a tatwo tez wskazaé przyktady bezsen-
sownos$ci podzialu proporcjonalnego. Wobec tego ani rozwigzanie egalitarne, ani pro-
porcjonalne nie jest dobrag na kazda okazje uniwersalng metodg podziatu.

Czy zatem istnieje taka metoda - tj. warto$¢, ktora w kazdej grze prowadzi do po-
dziatu zgodnego ze zdrowym rozsadkiem? Wielu teoretykéw uwaza, ze tak, i ze jest
nig warto$¢ Shapleya - przedmiot tego artykutu.
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2. Warto$¢ Shapleya - wyprowadzenie i interpretacja

Zajmijmy sie najpierw najprostszym interesujacym przypadkiem - gra dwuosobo-
wa. Taka gra jest scharakteryzowana przez trzy liczby:

a=v({L), b=v({2z), c=v({12)

i jest superaddytywna wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ >a + b. Jak gracze powinni podzie-
li¢ miedzy siebie wielkos¢ ¢?

W tej kwestii nie ma wigkszych kontrowersji. Oczywiscie jesli nadwyzka powstaja-
ca dzieki zawarciu koalicji, d = ¢ - (a + b), jest nieujemna - czyli jesli gra jest super-
addytywna - to kazdemu z graczy kwota, jakg jest on w stanie uzyska¢ samodzielnie,
nalezy si¢ ,jak psu ko$¢”. Problem podziatu sprowadza sie wigc do podzielenia nad-
wyzki d. Ta za$ istnieje dzieki wspétpracy obu graczy; kazdy jest jednakowo niezbed-
ny do jej powstania i nie ma zadnych podstaw do twierdzenia, ze ktéry$ z nich ma
wigkszy udzial w jej utworzeniu niz drugi. (Nie oznacza to rzecz jasna, ze gracze sg
réwni, ale wszelkie ewentualne nieréwnosci miedzy nimi opisuje réznica a — b). Wo-
bec tego nadwyzke nalezy podzieli¢ réwno. Prowadzi to do podziatu x = (x ,x,), gdzie

X =a+9= v{12)+vd{3) -v{Z) X, =b+9= v{1,2) +v{3) -«{1)
2 2 ’ 2 2 ’

Jest to tak zwane rozwiazanie standardowe gry dwuosobowej. Nazwa nie jest przy-
padkowa: prawie kazda bardziej znana warto$¢ sprowadza si¢ dla gier dwuosobo-
wych do rozwigzania standardowego?, a praktycznie kazde ich interesujgce rozwigza-
nie niebedace wartosciag zawiera rozwigzanie standardowe (o ile tylko nie jest puste).
Co wigcej, w charakteryzacjach warto$ci przez zestawy aksjomatow (por. rozdzial 4)
czesto jeden z nich jest wlasnie taki, ze warto$¢ gry dwuosobowej zawsze winna by¢
rozwigzaniem standardowym tej gry.

Zwr6éémy uwage na pewien prosty algorytm dojécia do rozwigzania standardowe-
go. Koalicja {1, 2} moze powsta¢ na dwa sposoby: gracz 2 moze dofaczy¢ do gracza 1
lub odwrotnie. W tej pierwszej sytuacji gracz 1 sam wypracowuje a, a nastepnie dota-
czenie gracza 2 powigksza te wielkos¢ do ¢ - mozna wiec powiedzieé, ze gracz 1
wnidst do koalicji kwote a, a gracz 2 kwote ¢ — a. Przy odwrotnej kolejnosci tworze-
nia koalicji {1,2} gracz 2 wnosi do niej b, a gracz 1 ¢ - b.

2 Jedyne znaczace wyjatki to tzw. wartosci wazone, zakladajace a priori nierdwno$ci miedzy graczami nieopisa-
ne przez funkcje charakterystyczng gry, oraz warto$¢ proporcjonalna (Feldman, 1999).
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Poniewaz za$ nie ma powodéw do wyrdzniania ktérejkolwiek z tych dwéch kolej-
nosci tworzenia koalicji kosztem drugiej, sensowne jest przyjecie, ze obie sg jednako-
wo prawdopodobne. Przy tym zalozeniu gracz 1 wnosi do koalicji {1,2} $rednio

1-a+£-(c—b):a+9
2 2 2

(a z prawdopodobiefistwem 0,5 i ¢ - b z prawdopodobienstwem 0,5), a gracz 2 wno-
si $rednio

1 1 d

=-b+=-(c-a)=b+—

2 2 2
(b z prawdopodobienstwem 0,5 i ¢ — a z prawdopodobienstwem 0,5). Innymi stowy,
$redni wkiad gracza do ,wielkiej” - tu: dwuosobowej — koalicji przy losowym porzad-
ku jej tworzenia to doktadnie to, co daje mu rozwigzanie standardowe.

Oczywiscie jednak to pojecie ,$redniego wkladu do wielkiej koalicji” jest dobrze
okreslone nie tylko w grze dwuosobowej, ale w dowolnej grze kooperacyjnej. Srednia
jest wyliczana po wszystkich mozliwych kolejnosciach powstawania koalicji N, czyli
wszystkich permutacjach (uporzadkowaniach) zbioru graczy. Za§ przy ustalonym
uporzadkowaniu wktadem gracza jest to, co wnosi on do koalicji zlozonej ze wszyst-
kich graczy poprzedzajacych go w tym uporzadkowaniu. Jesli na przyktad gracz 4 jest
pierwszy w danym uporzadkowaniu, to jego wktad wynosi v({4}) (tyle, ile wypraco-
wuje sam, czyli ile wnosi do koalicji pustej), a jezeli poprzedzaja go gracze 31 1 i nikt
wiecej, to jego wkiad wynosi v({1,3,4}) - v({1,3}) - tyle, o ile po jego dotaczeniu wzra-
sta mozliwa do wypracowania wielkos¢.

W grze trzyosobowej wszystkich mozliwych uporzadkowan graczy jest sze$¢. Wkia-
dy graczy do koalicji poprzednikéw przy wszystkich uporzadkowaniach w grze produ-
centéw truskawek przedstawia tabelka ponizej: na przyktad, gdy wielka koalicja jest
tworzona w kolejnosci B, C, A, wktadem gracza B jest v({B}) = 600, wkladem gracza C
V({B,C}) - v({B}) = 2000 - 600, a gracza A v({A,B,C}) -v({B,C}) = 3200 - 2000. Sred-
nie wklady podano w ostatnim wierszu tabelki — powstajg one przez wysumowanie od-
powiedniej kolumny i podzielenie sumy przez liczbe mozliwych ustawief graczy.

L Wktady graczy
Kolejnosc A B C
A B C 900 | 900 |1400
A CB 900 | 1200 | 1100
B,AC 1200 | 600 | 1400
B,C,A 1200 | 600 | 1400
C,AB 1200 | 1200 | 800
C,B A 1200 | 1200 | 800
Srednia 1100 | 950 | 1150
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Uzyskany w ten sposéb w grze (N,v) wektor n $rednich wktadéw zawsze jest po-
dzialem w tej grze: przy kazdym uporzadkowaniu suma wkiadéw wszystkich graczy
jest oczywiscie rowna v(N), a wiec suma Srednich po wszystkich uporzadkowaniach
jest taka sama. Podzial ten nazywamy warto$cig Shapleya gry v i oznaczamy przez
o(v). Sktadowe tego wektora to wartosci Shapleya poszczegdlnych graczy - ich udzia-
ly w podziale zadanym przez warto$¢ Shapleya.

W grze z wkladami graczy takimi jak w tabeli mamy zatem

Pa(V)=1100 , @g(v)=850 , ¢c(v)=1150

i w ten sposdb podzielg kwote v(N) = 3200 trzej producenci truskawek, jesli uzgodnia
zastosowanie przy podziale warto$ci Shapleya.

Formalnie, dla dowolnej gry (N,v) jej warto$¢ Shapleya ¢(v) jest dana wzorem
(V)= (@1(V),02(V),-,0n(V)),

Gi(V)=Eg(MHz ) ~W(H \{i}) = Y

nell

V(le,i )_V(le,i \{I})

n!

da i=12,.n,

gdzie IT jest zbiorem wszystkich permutacji zbioru N, E oznacza warto$¢ oczekiwana,
a przy ustalonej permutacji 7 € I przez H ; oznaczamy zbi6r tych wszystkich graczy, kt6-
rzy w tej permutacji wystepuja nie pézniej niz gracz i (czyli H, ; = r'{12..7x3)}).

Samo okreslenie warto$ci ¢ sugeruje jej naturalng interpretacje probabilistyczng,
ktorg sformutowat juz Shapley w swej oryginalnej pracy (Shapley, 1953). Gracze zbie-
raja sie w losowej kolejnosci, aby utworzy¢ wielkg koalicje N, przy czym kazda kolej-
no$¢ 7 jest jednakowo prawdopodobna. Przy tej kolejnosci dolaczenie gracza numer
i, ktdry zjawia si¢ na miejscu (i), skutkuje powstaniem koalicji H ;. Wktadem gracza
i w te koalicj¢ jest r6znica migdzy jej zarobkami a tym, co mogta wypracowa¢ koali-
cja bez niego, czyli H ) - v(H, \{i}). Zatem warto$¢ Shapleya gracza i w grze v to
warto$¢ oczekiwana j Jego wkladu w koalicje jego poprzednikéw przy losowym upo-
rzadkowaniu wszystkich graczy.

Ro6znych uporzadkowan, w ktérych wszyscy gracze z ustalonej koalicji T 5 i po-
przedzajg gracza i, a wszyscy gracze spoza koalicji T wystepuja p6zniej niz gracz i,
jest (t—1)!(n—1)!, gdzie ¢ to liczba graczy w koalicji T, a n - liczba wszystkich graczy
w grze. Wobec tego sumujgc po koalicjach zamiast po permutacjach otrzymujemy
prostszg posta¢ wzoru na warto$¢ Shapleya:

o= Y, IR ) -vmigin) (1)

TcN Tai
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gdzie T jest dowolng koalicjg zawierajacg gracza i, a wspélczynnik w, przez

ktéry mnozy si¢ wklad gracza i w koalicje T, to prawdopodobienstwo
wystapienia takiego uporzadkowania, w jakim gracza i poprzedzajg wszyscy inni gra-
cze z T i tylko oni.

Do wartoéci Shapleya mozna takze doj$¢ zupelnie inng drogg — przez odpowiedni

podzial pomiedzy wszystkich graczy dywidend koalicji w grze. Pojecie to zdefiniowat
jako pierwszy Harsanyi (1959) nastepujacym wzorem rekurencyjnym:

0 gdy T =,
AM=1vm-T AU) oyT=2.
ucT

A (T) to dywidenda koalicji T w grze v; z jej okreslenia widac, ze dla koalicji jednooso-
bowych mamy 4 ({j}) = v({j}), dla dwuosobowych A ({j,k}) = v({jk}) - v({j}) - v({k})
(ale dla wigkszych koalicji wzory dywidend sg coraz bardziej skomplikowane). Ponie-
waz za$ dla kazdej gry (N,v)

Y A,(T)=v(N)

TcN

(suma dywidend wszystkich koalicji jest rowna wyptacie wielkiej koalicji), kazda me-
toda podzialu dywidend pomig¢dzy koalicjantéw wyznacza pewng warto$¢. Okazuje
sie, ze jezeli dywidende kazdej koalicji podzielimy réwno miedzy wszystkich jej
uczestnikow, to otrzymamy podzial rowny wartosci Shapleya:

Vi=12..n ZAVT(T)zgoi(v). 2)

Tai

(Podobnie jak poprzednio, ¢ jest tu liczba graczy w koalicji 7).

3. Wlasciwosci

0d czasu zdefiniowania warto$ci Shapleya i sformutowania jej pierwszej charak-
teryzacji aksjomatycznej minglo 55 lat. Przez ten czas napisano na jej temat zapewne
kilkaset prac, niezmiennie zajmuje poczesne miejsce wsréd rozwigzan gier i bez-
sprzecznie pierwsze wsréd ich wartosci, jest przedmiotem kazdego wyktadu teorii
gier kooperacyjnych, a takze dorobita si¢ powaznych zastosowan. W tym rozdziale ze-
stawimy najistotniejsze wlasnosci warto$ci Shapleya, ktore o tym zadecydowaly.
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Dwie z nich sg bezposrednim wnioskiem z wczesniejszych rozwazan.
n
1. Efektywnos¢ (E): Dla kazdej gry (N,v) Z ¢ (v)=V(N).
i-1

Poniewaz w tym artykule efektywnos$¢ zaktadamy juz przy definiowaniu wartosci
(warto$¢ kazdej gry jest podzialem w tej grze), ta wlasno$¢ w zaden sposéb nie wyr6z-
nia wartosci Shapleya sposrdd innych. Tradycyjnie jednak w literaturze od wartosci
czesto nie wymaga si¢ efektywnosci - tj. wartoscig gry n-osobowej moze by¢ dowolny
wektor x € R" — i wobec tego E bywa traktowana jako dodatkowa wtasno$é charakte-
ryzujgca niektore warto$ci, w tym ¢. Wystepuje ona wiec w licznych znanych charak-
terystykach aksjomatycznych wartosci Shapleya i przytaczajac te wyniki bedziemy ja
uwzgledniaé, aby nie zmienia¢ klasycznych nieraz sformulowan twierdzen.

2. Rozwiazanie standardowe dla gier dwuosobowych (ST2):

Dla kazdej gry dwuosobowej v ¢(v) jest rozwigzaniem standardowym v.

Nastepna grupa wlasnosci jest zwigzana z rolami, jakie odgrywajg gracze w danej
grze kooperacyjnej.

Gracz i jest graczem nieistotnym w grze v, jezeli do kazdej koalicji, do ktérej nie
nalezy, wnosi dokladnie tyle, ile jest w stanie wypracowa¢ samodzielnie:

VTN (ieT = wTu{id=vT)+v{i}).
Oznacza to brak ,efektu synergii” - nie jest istotne, czy gracz i dolaczy do jakiej-
kolwiek koalicji, czy nie, bo tak czy owak uzyska¢ da sie te samg sume, v(T) + v({i}).

Szczegbdlnym przypadkiem gracza nieistotnego jest gracz zerowy — taki, ktéry jest
nieistotny i dodatkowo sam nie jest w stanie wypracowac nic (v({i}) = 0), wobec cze-
go nic nie wnosi tez do zadnej koalicj:

VT c N v(Tu{i})=v(T).

Dwaj gracze i,j s3 wymienni w grze v, jezeli kazda koalicja niezawierajgca zadnego
z nich zyskuje na przystapieniu jednego z nich tyle samo, ile na przystgpieniu drugiego:

VTcN ((,jeT = V(T U{i})=v(T u{j})).

Gracze wymienni sg jednakowo pozyteczni dla kazdej koalicji, wiec petnig w grze
jednakowe role. (Gdyby plantator B mial przy tej samej drodze sgsiada B”, ktéry tez
zebrat 300 tubianek i tez nie ma wozu dostawczego, gracze B i B” byliby wymienni
W grze czteroosobowe;j).
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Bezposrednio z wzoru na warto$¢ Shapleya wynikaja nastepujace jej wlasnosci:

3. Wlasnos$¢ gracza nieistotnego (WGN):

Jezeli i jest graczem nieistotnym w grze v, to ¢(v) = v({i}).

4. Wlasnosé gracza zerowego (WGO0):

Jezeli i jest graczem zerowym w grze v, to ¢,v) = 0.

42

5. Réwnoprawnos¢ (R - jednakowe traktowanie graczy wymiennych):
Jezeli i,j s3 graczami wymiennymi w grze v, to ¢(v) = (pj(v).

Wszystkie te wlasnosci sg catkowicie zgodne z intuicja i z elementarnym pojeciem
sprawiedliwosci. Jesli metoda podziatu jest nastawiona nie na redystrybucje (na przy-
ktad w celu wspomozenia najstabszych), tylko na wynagrodzenie graczy adekwatnie
do ich ,zaslug” w tworzeniu v(N), wlasnosci gracza zerowego i nieistotnego sa zupet-
nie oczywistymi postulatami. Réwnoprawno$¢ tym bardziej rozumie si¢ sama przez
sie — chyba zeby kto$ potrafit poda¢ powdd, dla ktérego jeden z graczy pelnigcych
identyczne role w grze mialtby by¢ potraktowany przy podziale inaczej niz inny.

Wlasnoscig nieco mocniejszg niz réwnoprawnos$¢ jest

6. Symetria (S): Dla kazdej gry (N,v) i kazdej permutacji 7 zbioru N zachodzi
o (V) =0,,V) dai=12..n,
gdzie nfv) jest gra (N,w) okreslong nastepujgco:
W(T) =Vv(r(T)) dla kazdej koalicji T < N.

Symetria warto$ci oznacza, ze przenumerowanie graczy badz zmiana ich nazw
- operacja niemajgca wplywu na ich pozycje w grze — nie ma wplywu tez na ich war-
to$ci. Innymi stowy, jezeli wartos¢ jest symetryczna, to suma, jakg przydzieli ona da-
nemu graczowi, nie zalezy od tego, jak 6w gracz si¢ nazywa (badz ktéry ma numer),
tylko od jego roli w grze. Z tego powodu symetria ostatnio bywa czesto zwana takze
anonimowosciq.

Jezeli warto$¢ jest symetryczna, to w oczywisty sposob jest réownoprawna, ponie-
waz jezeli permutacja 7 sprowadza sie do zamiany graczy wymiennych w grze v, to
nie zmienia ona gry: mv) = v. Z drugiej strony przyktady wartosci réwnoprawnych,
ale nie symetrycznych, sg dosy¢ sztuczne. W wielu twierdzeniach charakteryzujacych
warto$ci poprzez uklad aksjomatéw wystepuje postulat symetrii, zazwyczaj jednak
mozna zastgpic¢ go stabszym warunkiem réwnoprawnosci. Tak jest rowniez w klasycz-
nym twierdzeniu Shapleya (1953).
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Kolejne wlasnosci opisuja zwigzki miedzy warto$ciami réznych gier kooperacyjnych.

Gry takie mozna mnozy¢ przez liczby, a gry na tym samym zbiorze graczy takze
dodawaé. Suma gier (N,v) i (N,w) to grav + w = z okre$lona wzorem

Z(T)=v(T)+W(T) dla kazdej koalicji T < N,

natomiast gra y = ¢ - v (gdzie ¢ jest dowolng liczbg) jest dana wzorem y(T) = cv(T) dla
kazdej koalicji T. Pomnozenie gry przez liczbe jest zatem réwnoznaczne z przeskalo-
waniem dochodéw wszystkich koalicji — np. z wyrazeniem ich w euro zamiast w zto-
toéwkach. Natomiast w wyniku dodania dwdch lub wigcej gier otrzymujemy gre opi-
sujacg mozliwe taczne dochody kazdej z koalicji z udziatu we wszystkich tych grach.

Warto$¢ Shapleya reaguje na te operacje w fatwy do przewidzenia sposéb, opisa-
ny przez nastepujace wlasnosci.
7. Addytywnos¢ (A): Dla kazdych gier (Nv) i (Nw) ov + w) = @v) + o(w).
8. Jednorodnos¢ (J): Dla kazdej gry v i kazdego c € R ¢fc - v) = ¢ - ¢fv).
Addytywno$¢ warto$ci oznacza, ze w wyniku podziatu zgodnie z tg wartoscig naj-
pierw kwoty v(N) w grze v, a nastepnie w(N) w grze w, kazdy z graczy otrzyma tyle sa-
mo, ile po zagregowaniu v i w w jedng gre i jednorazowym rozdzieleniu sumy v(N) +
w(N). Jest wiec obojetne, czy rozdzielimy wedlug wartosci Shapleya (i tak samo kaz-
dej wartosci addytywnej) np. kwoty z gier rozgrywanych przez tych samych graczy
w kolejnych miesigcach, czy tez postugujac si¢ tg samg wartoscig dokonamy jednego
podziatu na koniec roku. Warto wspomnie¢, ze cho¢ ta wlasno$¢ wydaje sie oczywi-
sta, niektdre interesujace wartosci nie sa addytywne.

Jednoczesne spelnianie wlasno$ci A i J to liniowos¢ (L).
Inna wlasno$¢ warto$ci Shapleya jest nastepujaca:

9. ,Fairness” (F):

Jezeli gracze i,j sg wymienni w grze (N,w), to dla kazdej gry (N,v) zachodzi réwnos¢
oV +w - o) = ov+w - oW

Oznacza to, ze w wyniku dodania gry, w ktdrej dwaj gracze sa wymienni, obaj za-
wsze zyskaja (w sensie wartosci) tyle samo. Wlasno$¢ te ma oczywiscie kazda warto§¢
réwnoprawna i addytywna, ale z samej F nie wynika ani R, ani A.

Wlasnosci monotonicznosci warto$ci polegajg na tym, ze im bardziej gracz jest
przydatny réznym koalicjom, tym wiecej przypisuje mu warto$¢. OczywiScie sensow-
na metoda podzialu powinna mie¢ tego typu wlasnosci, a poréwnania takie moz-
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na czyni¢ zaréwno miedzy réznymi graczami w tej samej grze, jak i pomiedzy sytu-
acjg tego samego gracza w réznych grach. Z wzoru (1) tatwo wyprowadzi¢ nastepu-
jace wlasnosci wartosci Shapleya:

10. Lokalna monotonicznos$¢ (LM):

Jezeli dla kazdej koalicji S niezawierajacej gracza i ani j
V(SU{i}) 2 V(SU{j}), to gfv) > pfv).

(Z tej wlasnosci natychmiast wynika réwnoprawnosc).

11. Monotoniczno$é (M):
Jezeli (N,v) i (N,w) maja te wlasno$é, ze dla pewnego gracza j i dla kazdej nieza-
wierajacej go koalicji T zachodzi

V(T U{j}) = v(T) 2 w(T U{j}) —w(T),
to (pj(v) > (p].(w).

12. Wyznaczanie przez wklady w koalicje (,marginalizm” - WW):
Jezeli dla pewnego gracza j w grach (N,v) i (N,w) dla kazdej koalicji T # j zacho-
dzi réwnosé

V(T U{j}) = v(T) =w(T U{j}) —w(T),
to (pj(v) = (pi(w)‘

Lokalna monotoniczno$¢ to kolejna bardzo intuicyjna wlasno$¢, wspélna zreszta dla
prawie wszystkich interesujacych wartosci®. Whasnoscig bardziej fundamentalng i majg-
cg istotniejsze konsekwencje jest jednak monotoniczno$¢ M. Wigze ona bowiem z soba
warto$ci gracza w grach, w ktérych zachodza odpowiednie nier6wnosci pomiedzy wkta-
dami tego gracza w koalicje, ale poza tym by¢ moze zupelnie do siebie niepodobnych.

Z monotonicznoéci natychmiast wynika w szczegdlnosci wlasnos¢ WW, ale takze réz-
ne interesujace réwnosci i nieréwnosci miedzy warto$ciami rozmaitych gier. Przyjrzyjmy
sie jeszcze raz grze trzech producentéw truskawek i rozpatrzmy dwie jej modyfikacje:

* v": gre, w ktorej producent A zebrat 300 + a tubianek (a > 0),
* v": gre, w ktérej oplata targowa zostata obnizona o § > 0,

przy czym w kazdym przypadku pozostale dane pozostaja bez zmian. Z monotonicz-
nosci wartosci Shapleya wynikajg nastepujace bardzo rozsadne zwigzki miedzy war-
toSciami gier v, v’ iv""

3 Wyjatkiem sg wazone wartoéci Shapleya (por. rozdziat 8), te jednak z zalozenia dopuszczajg nieréwnosci mie-
dzy graczami inne niz opisane przez funkcje charakterystyczng gry.
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1. ¢,(v’) 2 ¢,(v) - wigksze zbiory u danego gracza prowadza do otrzymania prze-
zen wiekszej sumy przy podziale;

2. @(v’) = @yv) - warto$¢ gracza B nie zalezy od zbioréw u gracza A, poniewaz
wklady gracza B we wszystkie koalicje pozostajg bez zmian;

3. 9,v") = ¢,(v) oraz @,(v") = @,(v) — poniewaz obnizenie placowego na targu
zmienia tylko wkiady do koalicji gracza C, ale nie wklady graczy A i B. Stad

4. @{v”) = 1150 + § - cala korzys¢ z tytulu obnizenia oplaty targowej idzie
do kieszeni wtasciciela samochodu dostawczego.

Oczywiscie stwierdzenia te sg prawdziwe takze dla kazdej innej monotonicznej
wartosci.

Dla dowolnej gry (N,v) jej gra dualna (N,v*) jest okreSlona w nastepujacy sposéb:

v¥S) = v(N) - v(N\S) dla kazdej koalicji S< N.

13. Samodualno$¢ (D): Dla kazdej gry (N,v) ¢fv) = ¢(v¥).

Jeszcze innej natury jest wlasno$¢ zrownowazonych wkladow opisujaca pewien zwia-
zek migdzy warto$ciami gry v i gier otrzymanych z niej przez usunigcie jednego z graczy.
Dla gry (N,v) i koalicji S N zdefiniujemy obciecie gry v do koalicji S, (S,v|4) jako gre,
w ktorej zbiorem graczy jest S, a wartosci funkcji charakterystycznej v| na podzbiorach
T c S s3 takie same jak wartosci funkcjiv: VT € S v|g (T) =W(T). Gra v jest
zatem ,podgra” gry v rozgrywang przez graczy ze zbioru S.

Okazuje sie, ze dla warto$ci Shapleya zachodzi

14. Wlasnos¢ zr6wnowazonych wkladéw (ZW):

Dla kazdej gry (N,v) i kazdych dwoch graczy i, j € N zachodzi réwnosé
(Pi(V)—(Pi(VI NY j} )=(Pj(V)—(Pj(V|N\{i} )-
Innymi stowy, usuniecie z gry gracza j zmienia warto$¢ Shapleya gracza i o te sa-
ma wielko$¢, o ktdrag usunigcie gracza i zmienitoby warto$¢ gracza j. Na przyklad
w grze producentéw truskawek mamy w grze bez udzialu gracza C

On(V|ag) =1050, @ (V]ug) = 750 = g (V) — 200,

czyli warto$¢ Shapleya gracza B jest o 200 mniejsza niz w grze v, za§ w grze bez
udziatu gracza B
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PaVag) =1050, @ (V]ag) =950 =@ (v)— 200,

czyli tutaj z kolei C traci 200 w poréwnaniu z wartoscig gry v. Analogiczna réwnos$¢
zachodzi takze dla kazdej pary graczy.

W odréznieniu od poprzednich wtasnosci, typowych dla wielu réznych wartosci,
wlasno$¢ zréwnowazonych wkladéw jest charakterystyczna wylacznie dla wartosci
Shapleya (por. twierdzenie 4 w nastepnym rozdziale).

4. Charakterystyki aksjomatyczne

Zestawiona w poprzednim rozdziale dtuga lista korzystnych wtasnosci wartosci Sha-
pleya moze robi¢ wrazenie, narzuca si¢ jednak pytanie, czy przypadkiem jaka$ inna war-
to$¢ — a moze wiecej réznych wartosci — nie ma tych samych zalet i by¢ moze jeszcze ja-
kich$ dodatkowych. Na tego typu pytania odpowiedZ daja charakterystyki aksjomatycz-
ne, tj. twierdzenia gloszace, iz jezeli jaki$ obiekt — tu: warto$¢ — spelnia pewien uktad wa-
runkéw (aksjomatéw), a wiec ma pewne wlasnosci, to jest to obiekt konkretnej postaci.

Dla warto$ci Shapleya istnieje kilka réznych takich charakterystyk, w ktérych za-
ktada sie tylko niektdre sposréd wlasnosci wymienionych w rozdziale 3. Jest ona za-
tem jedyng warto$cig gier kooperacyjnych majacg wszystkie te wlasnosci, a nawet je-
dyng majgca pewne wybrane zestawy tych wlasnosci.

Pierwsza charakteryzacje aksjomatyczng podal sam odkrywca wartosci Shapleya.

Twierdzenie 1 (Shapley, 1953)
Jedyng efektywng, addytywng i symetryczng warto$cig gier kooperacyjnych
majgca wlasnos$é gracza zerowego jest warto$¢ Shapleya.

Powyzsza wersja tego klasycznego twierdzenia jest dzi§ najczesciej spotykang
w podrecznikach; oryginalne sformutowanie Shapleya jest rownowazne, ale zalozenia
E i WG0 zostaly w nim polaczone w jeden bardziej skomplikowany warunek, wyma-
gajacy dodatkowo wprowadzenia pojecia no$nika gry. Z drugiej strony tatwo widad,
ze w dowodzie jednoznaczno$ci symetrie mozna zastapi¢ réwnoprawnoscia, uzysku-
jac nieco mocniejszy wynik.

Dla zilustrowania sposobu dowodzenia tego typu wynikéw podamy tutaj - jako je-
dyny w tym artykule - skrétowy dowdd tego twierdzenia.

Szkic dowodu. Wiemy z poprzedniego rozdzialu, ze wartos¢ Shapleya ma wlasno-
$ciE, A, S i WGO. Pozostaje dowiesé, ze kazda wartos¢ o tych wlasnosciach jest iden-
tyczna z warto$cig Shapleya.
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Niech ybedzie dowolng wartoscig spelniajaca E, A, R i WG0. Ustalmy zbiér graczy
N i okre$lmy dla dowolnej koalicji T < N nastepujaca gre jednomyslnosci koalicji T

gdy SoT,

1
U (S)=
0 gdy T\S#¢.

W takiej grze do podziatu jest 1 i tyle tez moze sobie zapewni¢ koalicja T lub kaz-
da inna, ktéra jg zawiera; kazda koalicja niezawierajgca wszystkich graczy z T wypra-
cowuje 0. Wszyscy gracze spoza koalicji T sg zerowi w u,, wigc ze wzgledu na WG0
dla kazdego je T zachodzi W(u;) = 0. Natomiast wszyscy gracze z koalicji T'sa w u;
wymienni, wiec z warunku R (a tym bardziej z symetrii) wynika, ze ich war-

n
tosci y, muszg by¢ jednakowe. Poniewaz za$ na mocy E Zl// ((Ur)=u (N)=1,

wynika stad j=1
O gdyjeT,
Vi) = % gdy jeT.
Analogiczne rozumowanie zastosowane do gry ¢ u, (gdzie c jest dowolng statg) daje
O gdyjeT,
vilet) = % gdy jeT.

Dla takich gier zatem wszystkie ich wartosci spelniajace zalozenia twierdzenia sg
jednakowe, a wiec identyczne z warto$cig Shapleya.

Wiadomo ponadto, ze gry jednomyslnosci wszystkich 2" — 1 niepustych koalicji
tworzg baze (2" - 1)-wymiarowej przestrzeni wektorowej wszystkich n-osobowych
gier kooperacyjnych. Oznacza to, ze kazda gre n-osobowg mozna w doktadnie jeden
sposdb przedstawi¢ jako kombinacje liniowa gier jednomyslnosci, tzn. dla kazdej gry
v istnieje dokladnie jedna rodzina wspétczynnikéw (C;),_, taka, ze:

V(S)= Y cr-ur(8) dla kaidej koalicji Sc N.

TcN
(Wspétczynnikami tymi sg znane nam juz dywidendy Harsdnyiego: ¢, = A (T)).

Ale zaréwno v, jak i ¢ z zalozenia sg addytywne, wigc dla kazdej gry v
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Yy =y (Y o)=Y wic) =Y oc) =Y, cuy) =(v),

TcN TcN TcN TcN
a zatem ¥ jest warto$cig Shapleya.

Twierdzenie 1 méwi, ze jedyng metoda umozliwiajacg podzial w dowolnej grze (Nv)
wielkosci v(N) pomiedzy graczy w taki sposob, by gracze zerowi nigdy nie otrzymywali
nic, gracze wymienni zawsze otrzymywali tyle samo, a dodatkowo wielkosci uzyskiwane
przez graczy w podziale (v + w)(N) byly sumami wielkosci uzyskiwanych przez nich
w podziatach v(N) i w(N), jest podzial zgodnie z warto$cig ¢. Wystarczy zatem zazadad
spetniania przez metod¢ podziatu dwéch zdroworozsgdkowych postulatéw R i WGO oraz
addytywnosci, aby jednoznacznie okresli¢ t¢ metodg. (Przypomnijmy, ze w mysl przyje-
tej przez nas definicji warto$ci warunek E jest spelniony przez kazdg wartos$¢).

Ten prosty i elegancki wynik nie do konica zadowolit tych, ktérzy uwazaja addytyw-
no$¢ A za warunek sztuczny badz techniczny, niemajacy uzasadnienia na gruncie po-
je¢ sprawiedliwo$ci podziatu. Udowodniono jednak, ze warto$¢ Shapleya daje sie uzy-
ska¢ takze bez postulowania addytywnosci. Bezsprzecznie najwazniejsze i najpiek-
niejsze twierdzenie na ten temat udowodnit Peyton Young.

Twierdzenie 2 (Young, 1985)
Jedyng efektywng i symetryczng wartoscia gier kooperacyjnych majaca wia-
sno$¢ wyznaczania przez wklady w koalicje jest warto§¢ Shapleya.

Takze w twierdzeniu 2 warunek S mozna zastgpic przez R. Poniewaz za§ WW wy-
nika wprost z mocniejszej, ale majgcej bardziej naturalng interpretacje wlasnosci M,
twierdzenie Younga czesto wystepuje w nieco stabszej wersji:

Jedyna monotoniczng, efektywna i symetryczng (badz réwnoprawna) war-
to$cig gier kooperacyjnych jest warto$¢ Shapleya.

Ten zestaw warunkéw — E, M i R - jest chyba najbardziej naturalny i zgodny ze
zdrowym rozsgdkiem sposréd znanych dotychczas charakterystyk wartosci ¢. Klu-
czowe znaczenie ma tu oczywiscie mocny, ale dobrze uzasadniony postulat mono-
toniczno$ci. Zauwazmy, ze w tym twierdzeniu nie trzeba nawet zaklada¢ wtasno-
Sci gracza zerowego — mozna jg bowiem do$¢ prosto udowodni¢ korzystajac
z trzech zakladanych.

Ponizej przedstawimy takze dwie inne charakterystyki aksjomatyczne wartosci ¢,
w ktorych niektére zakladane wlasnosci sg mniej oczywiste od postulatéw Shapleya
i Younga, za to badz sg stabsze, badZ dajg bardziej zwieztg charakterystyke wartosci
Shapleya.
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Twierdzenie 3 (van den Brink, 2001)
Warto$¢ gier kooperacyjnych ma wlasnosci E, F i WG0 wtedy i tylko wtedy, gdy
jest warto$cig Shapleya.

Twierdzenie 4 (Myerson, 1977)
Warto$¢ gier kooperacyjnych ma wlasnosci E 1 ZW wtedy i tylko wtedy, gdy jest
warto$cig Shapleya.

Wlasnos¢ F zastepuje mocniejszg od niej koniunkcje addytywnosci i rtéwnoprawno-
$ci. Natomiast wlasnos¢ ZW, cho¢ nie ma oczywistej interpretacji z punktu widzenia
sensownosci metody podziatuy, jest o tyle interesujaca, ze samodzielnie charakteryzuje
warto$¢ Shapleya: wlasnosci tej nie ma zadna inna warto$¢ gier kooperacyjnych.

5. Niektore przypadki szczegélne

W pewnych szczegdlnych grach lub klasach gier warto$¢ Shapleya badZ przyjmu-
je posta¢ znacznie prostsza niz (1) i (2), badz istnieje prosty algorytm wyliczania war-
tosci kazdego gracza. Ponizej podamy pare przykladow.

5.1. Gry utrzymania sieci

Kazdy z gospodarzy mieszka w jednym z wezléw sieci drog taczacych jego obej-
Scie z centrum wsi. Drogi te tworzg drzewo, tzn. od kazdego gospodarza do centrum
wsi mozna dojecha¢ tylko jedna trasg. Kazdy odcinek drogi jest scharakteryzowany
przez liczbe osobogodzin pracy niezbedng do od$niezenia go. Jak sprawiedliwie roz-
dzieli¢ pomiedzy mieszkanicoéw prace przy od$niezaniu drog we wsi?

Sytuacje te opisuje gra kooperacyjna w, w ktérej graczami sg wszyscy gospodarze,
a dla kazdej koalicji T w(T) jest liczba osobogodzin pracy niezbedna do od$niezenia
wszystkich drég, ktérymi gracze z tej koalicji dojezdzaja do centrum.

Poniewaz niektérzy gracze mogg korzystaé z tych samych drég, ta gra nie jest su-
peraddytywna, lecz subaddytywna, tzn. spetnia warunek

SNT=0 = wWSuUT)SwWS)+wWT);

jest to typowe dla sytuacji, w ktérej dzielone pomiedzy graczy sg nie dochody, tylko
obciqzenia. Zwr6¢my jednak uwage na to, ze w definicji warto$ci Shapleya nigdzie nie
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zaklada sie superaddytywnosci, a wzory (1) i (2) w oczywisty sposéb mozna stosowac
dla kazdej gry kooperacyjnej. (To samo dotyczy zresztg kazdej innej wartosci gier).

Okazuje si¢, ze warto$¢ Shapleya gry w najtatwiej wyznaczy¢ podajac konkretny spo-
sob rozdzielenia pracy miedzy gospodarzy. Jest on opisany nastepujacym algorytmem:
* wszyscy gracze réwnoczesnie rozpoczynajg prace w centrum wsi,
* kazdy pracuje na nieod$niezonym odcinku drogi do wlasnego gospodarstwa,
¢ kazdy konczy prace w chwili, gdy cata droga od centrum do jego gospodar-
stwa jest od$niezona.

5.2. ,Bankructwo”

Zbankrutowat przedsigbiorca zadtuzony u n wierzycieli na kwoty d,,d,,...,d,. Masa

upadloéciowa jest warta E i nie wystarcza na pokrycie wszystkich dlugéw, tj.

n
E<D= 2 d, . Jak rozdzieli¢ mase upadloéciows pomiedzy wierzycieli?
i-1
Jako pierwszy przychodzi tu na mysl podziat proporcjonalny (X =d, - £), warto
jednak zauwazy¢, ze w praktyce czesto stosowane sg inne reguly podziatu, za$ niekto-
re z nich maja zwiazki z rozwigzaniami gier kooperacyjnych.

Sytuacje te opisuje gra kooperacyjna ,bankructwo”, w ktérej graczami sa wszyscy
wierzyciele, a funkcja charakterystyczna jest nastepujgca:

b(T)=(E-Y.d)" =max(0.E- Y d)),
jeT jeT
tzn. b(T) jest suma, jaka koalicja T moze sobie zagwarantowac bez udawania si¢ do sa-
du, czyli splaciwszy - na ile to mozliwe - wszystkich pozostalych graczy.

Warto$¢ Shapleya gry b nie jest moze najbardziej polecanym rozwigzaniem w tym
przypadku, ale ma interesujaca interpretacje. Widzieliémy w rozdziale 3, ze ¢ jest
warto$cig samodualng. Zas gra dualna gry b jest postaci

b* (T)=b(N)-b(N\T)=E-(E-Y.d,)" =min(E,) d,).

jeT jeT

Zatem b*(T) to suma, jaka koalicja T uzyska od syndyka masy upadtos$ciowe;j, jezeli
przekona go, by to jg splacit w pierwszej kolejnosci. Poniewaz za$ ¢fb) = ¢(b*) (na mo-
cy D), warto$¢ Shapleya gracza w grze b to warto$¢ oczekiwana kwoty, jakg otrzyma,
jesli wierzyciele zjawiaja sie u syndyka w losowej kolejnosci, a ten wyptaca im calosé
ich wierzytelnosci w kolejnosci zgloszen, dopdki starczy masy upadlosciowej.
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5.3. Wartoéci gier wypuklych

Jak zauwazyli$my we wprowadzeniu, istniejg gry — nawet superaddytywne — ktére
maja puste rdzenie, czyli w ktérych nie da sie podzieli¢ wielkosci v(N) w taki sposéb,
by kazda koalicja T uzyskata Iacznie co najmniej v(T). W takiej grze zatem zaden po-
dzial, w tym tez ¢fv), nie moze catkowicie zadowoli¢ kazdej koalicji. Przyktadem jest
nastepujaca gra:

0 gdys<n-1,

w3={
1 gdys>n-1,

w ktorej wszyscy gracze sa wymienni, wigc dla kazdego graczaj ¢@;(V) =+ ikazda
(n - 1)-osobowa koalicja T uzyskuje lacznie =2 < v(T).

n

Gdy jednak gra ma nastepujacg wlasno$¢ rosnacych wktadéw:

VTUCNVie N(TcU,ieT=vT)-v(T -{i})<vU)-v(U —{i})),

to ten problem nie wystepuje. Wlasnosé rosnacych wktadéw oznacza, ze kazdy gracz
wnosi do wigkszej (w sensie zawierania) koalicji co najmniej tyle, ile do mniejszej. Gry
o tej wlasnosci nazywamy grami wypuklymi.

Twierdzenie 5 (Ichiishi, 1981)
Jezeli gra (N,v) jest wypukla, to dla kazdej koalicji T < N

2@, (M) 2 v(T).

jeT

Innymi stowy, warto$¢ Shapleya gry wypuklej zawsze nalezy do rdzenia tej gry.

6. Zastosowanie w problemie podzialu kosztéw

Prawdopodobnie najcze$ciej spotykanym w praktyce zastosowaniem warto$ci
Shapleya jest uzycie jej jako metody podziatu kosztéw wspdlnych przedsiewzie¢. Wy-
obrazmy sobie na przykiad kilka gmin zamierzajacych wybudowaé wspélny wodociag
lub tréjke znajomych bioracych jedng takséwke z dworca po powrocie do rodzinnego
miasta. Jesli koszt takiego wodociggu czy takséwki jest nizszy od sumy kosztéw, jakie
ponioslyby wszystkie strony zapewniajac sobie potrzebne dobro czy ustuge samodziel-
nie, powstaje pole do wspélpracy — zapewnienia jej sobie wspdlnie i nastepnie roz-
dzielenia (mniejszych) kosztow.
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Sytuacje taka opisuje gra kosztéw (N,c), w ktdrej N jest zbiorem graczy — stron
ewentualnie zainteresowanych wspdlnym przedsiewzieciem, a dla kazdej koalicji T
c(T) jest najmniejszym kosztem, jakim ta koalicja moze zapewnié sobie potrzebne jej
dobro/ustuge.

Gdy na przyklad gracz A potrzebuje szeSciu puszek piwa, a gracz B dwunasty,
przy czym pojedyncza puszka kostuje 3 zl, a zgrzewka z 20 puszkami - 50 zI, mamy

c({A}) =18, c({B})=36, c({A,B})=50,

poniewaz koalicja zlozona z obu graczy najtaniej zaspokoi swoje potrzeby kupujac
calg zgrzewke. Gdy w Warszawie trzej gracze mieszkajacy odpowiednio na Moko-
towie, Stuzewcu i Kabatach wspélnie biorg takséwke z dworca, a koszty kurséw wy-
nosza odpowiednio:

* na Mokotow 17 zi,

* na Stuzewiec przez Mokotéw (co jest najkrotszg droga) 35 zi,

* najkrotsza droga na Kabaty 45 71,

* na Kabaty przez Mokotéw z pominieciem Stuzewca 50 zl,

* na Kabaty przez Mokotéw i Stuzewiec 65 zi,

to gra kosztow jest nastepujgca:
c{M}) =17, c({S}) =c({M,5}) =35, c({K}) =45,
c{M,K}) =50, c({SK})=c({M,SK})=65

i jest oczywiste, ze oplaca sie wzia¢ jedng takséwke na trzech. Latwo takze sprawdzic,
ze przy podziale kosztéw zgodnie z wartoScig Shapleya pasazer jadacy na Mokotoéw
zaplaci 6,50 zl, jadacy na Stuzewiec 23 z1, a na Kabaty - 35,50 zt.

WARSZAWA Stuzewiec

Mokotow

Dworzec

Kabaty

W ogélnym przypadku gry kosztéw zawsze sa subaddytywne, poniewaz koalicja
SUT zawsze, jesli tylko uwaza to za najbardziej oplacalne, moze zadecydowac
o rozdzieleniu si¢ na koalicje S i T i ponoszeniu kosztéw osobno. Jesli np. jeden
z dwéch kolegéw bioracych takséwke do domu na dworcu we Wroctawiu mieszka
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na Biskupinie, a drugi na Pilczycach, najtaniej bedzie oczywiscie wzigé¢ dwie taksow-
kiiwtedy c({1,2}) =c({1})+c({2}), jednak zawsze, gdy potaczenie koalicji obni-
za taczne koszty, zachodzi ostra nieréwnosé.

Pilezyce Biskupin

WROCLAW Drorzec
Subaddytywno$¢ gry nie stanowi jednak zadnej przeszkody dla zastosowania war-
tosci Shapleya. Co wiecej, warunki R, WGO i A przekladaja sie dla gry kosztéw na na-
stepujace bardzo pozadane wasnosci:
* gracze jednakowo zwickszajacy koszty kazdej koalicji ptaca tyle samo (R),
* gracz niezwigkszajacy kosztu zadnej koalicji nie ptaci nic (WGO),
* jesli koszty rozkladaja si¢ w naturalny sposéb na dwie kategorie, np. koszty
zmienne i stale, to mozna réwnowaznie rozdzieli¢ osobno pomiedzy graczy
koszty z kazdej kategorii (A).

Do tego samego podzialu prowadzi skonstruowanie gry oszczednosci v zdefinio-
wanej nastepujaco:

v(T) = c(ih) -c(T)

i wyliczenie jej warto$ci Shapleya, a nastepnie rozdzielenie kosztéw nastepujaco:

¢ =c{ih)-a(v).

Warto$¢ Shapleya ¢fc) przyjmuje szczegdlnie prostg postaé, gdy gra kosztéw ma
strukture szeregows, tzn. koszt kazdej koalicji jest rowny najwiekszemu z indywidu-
alnych kosztow wszystkich graczy w tej koalicji:

VT c(T) = nﬁx c({i}).

Mozemy bez zmniejszania ogélnosci zalozy¢, ze c({1}) < ¢(12}) < ... < ¢({n})
(w przeciwnym wypadku wystarczy odpowiednio przenumerowaé graczy). Warto$é
Shapleya wyznacza wéwczas nastepujacg zasade podziatu kosztow:

* koszt ¢, jest dzielony réwno pomigdzy wszystkich graczy,
* réznica c, - ¢, jest dzielona réwno pomigdzy wszystkich graczy oprécz 1 itd.,
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* réznicac, -c, ,jest dzielona po polowie miedzy graczy n-11in,
* roznice kosztéw ¢, - ¢, ponosi w calodci gracz n.

Te procedure szeregowego podziatu kosztéw opisali jako pierwsi Billera i Heath
(1982) i zastosowali ja do rozdzielenia miedzy linie lotnicze kosztéow budowy pasa
startowego na lotnisku, przyjmujac, ze koszt ten zalezy tylko od najciezszego typu sa-
molotu, jaki bedzie ladowaé na tym pasie.

7. Gry proste i indeks Shapleya — Shubika

Dos¢ nietypowe, ale ciekawe i szybko dostrzezone zastosowanie znalazta warto$é
Shapleya jako miernik wzglednej sily uczestnikéw proceséw grupowego podejmowa-
nia decyzji.

Reguly takiego procesu precyzujg, ktére grupy jego uczestnikéw sg uprawnione
do podjecia decyzji w imieniu wszystkich decydentéw, a ktére nie. Naturalne jest
przy tym zalozenie, ze cata grupa moze jednomyslnie podjaé kazda decyzje, a takze to,
ze jesli do podjecia decyzji wystarczy zgoda pewnego podzbioru T zbioru wszystkich
decydentéw, to tym bardziej wystarcza zgoda ktéregokolwiek zbioru zawierajgcego T.

Tak rozumiane zasady grupowego podejmowania decyzji mozna w bardzo prosty
sposéb opisac za pomoca gry prostej — szczegblnego typu gry kooperacyjnej, w ktorej
graczami sg wszyscy uczestnicy procesu decyzyjnego. Gra prosta to gra kooperacyjna
(N,v) spetniajaca warunki:

¢ dla kazdej koalicji T N wT) =0lubw(T) =1,
e yN) =1,
sjezeliv(T) =11 ST, tov(S) = 1.

Interpretacja jest nastepujaca: kazda koalicja 7T, dla ktérej v(T) = 1, moze - jezeli
tylko jest co do tego zgodna — przeforsowaé¢ dowolng decyzje bez wzgledu na stanowi-
sko pozostalych graczy. Takie koalicje nazywamy koalicjami wygrywajacymi, a te, dla
ktorych v(S) = 0 - przegrywajacymi. Warunki w definicji gry prostej oznaczaja, ze (1)
kazda koalicja jest wygrywajgca lub przegrywajaca, (2) koalicja wszystkich graczy jest
wygrywajaca, (3) jesli koalicja jest wygrywajaca, to kazda inna zawierajaca jg tez.

Tak jak kazdej innej grze n-osobowej spelniajacej v(N) = 1, warto$é¢ Shapleya przy-
pisuje kazdej grze prostej (N,v) n-wymiarowy wektor, ktérego wspétrzedne sumujg si¢
do jednos$ci. Wektor ten ma w tym wypadku interesujacg interpretacje, na ktérg zwré-
cono uwage juz w rok po odkryciu wartosci ¢ (Shapley i Shubik, 1954). Jesli miano-
wicie potraktowaé v(N) = 1 jako catkowita wladze podejmowania decyzji przez koali-
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cje wszystkich graczy, to warto$¢ kazdego gracza i, ¢(v) , stanowi dobrg miare jego
udziatu we wladzy. Im wigksza warto$¢ danego gracza, tym wigcej ma on — zgodnie
z wyznaczong przez gre v (czyli zbior jej koalicji wygrywajacych) reguta podejmowa-
nia decyzji — do powiedzenia przy podejmowaniu decyzji grupowe;j.

Widaé to szczegdlnie dobrze, gdy przypomnimy sobie wzory definiujace warto§é
Shapleya i zastanowimy sie, jak bedg one wyglada¢ w przypadku gier prostych. Gdy v
jest gra prosta, wklad gracza i do koalicji T, w(T) - v(T\{i}), zawsze jest réwny 0 lub 1,
przy czym réwny 1 jest wtedy i tylko wtedy, gdy koalicja T jest wygrywajaca, a koalicja
T\{i} przegrywajaca. O takiej konfiguracji méwimy, ze gracz i jest decydujacy w koali-
cji T: gdy wszyscy inni gracze z T sg za podjeciem pewnej decyzji, a wszyscy gracze spo-
za T przeciw, to glos gracza i zadecyduje o tym, czy zostanie ona podjeta. We wzorze
(1) okreslajacym ¢(v) pozostang zatem tylko te permutacje, przy ktérych gracz i jest de-
cydujacy w koalicji swych poprzednikéw, a w (2) tylko te koalicje, w ktorych i jest de-
cydujacy - dla wszystkich pozostalych wklad gracza i bedzie réwny zeru:

#Hrell:H_ e D(,v)} _ z (t=DY(n-t)!

n! TN, TeD(iV) n!

o, (V) = 3)

gdzie D(i,v) oznacza zbiér wszystkich koalicji, w ktérych gracz i jest decydujacy
w grze v, za$ #A to liczba element6w zbioru A.

Jasne jest za$, ze gracz jest tym ,silniejszy” przy podejmowaniu decyzji przez gru-
pe, im czesciej to jego glos decyduje o ostatecznej decyzji. Co wigcej, gracze wymien-
ni w grze prostej maja doktadnie takie samo znaczenie w procesie podejmowania de-
cyzji, a gracz zerowy nie ma zadnego znaczenia, poniewaz jego glos nie jest przydat-
ny dla zadnej koalicji. Dlatego tez warto$¢ Shapleya, réwnoprawna i majgca wlasnosé
gracza zerowego, stanowi dobrg miare ,sily” graczy w takich grach.

Wartos$ci okreslone na zbiorze gier prostych nazywa sie indeksami sity; w literatu-
rze czesto juz w definicji indeksu zaklada si¢ dodatkowo, ze jest on symetryczny i ma
wlasno$¢ gracza zerowego. W szczegdlnosci warto$é Shapleya ograniczona do zbioru
gier prostych funkcjonuje w politologii pod nazwg indeksu Shapleya — Shubika.

Wéréd kilku popularnych indekséw sity najpowazniejszym konkurentem indeksu
Shapleya - Shubika jest czesto uzywany do mierzenia sity przez politologdw i nieco
prosciej definiowany indeks Banzhafa (Banzhaf, 1965). Indeks ten dla wigkszosci gier
daje wyniki zblizone do ¢, ma jednak gorsze wlasnosci pod wzgledem matematycz-
nym i w niektérych grach prowadzi do paradoksalnych wynikéw — w szczegdlnosci
nie jest monotoniczny, tzn. nie ma wlasnosci M.

DECYZIJE NR 10/2008



Marcin Malawski

Interesujaca cechg charakterystyczng indeksu Shapleya — Shubika jest
Wlasnoé¢ transferu réwnomiernego (TR):

Jezeli dla dwoch gier prostych (N,v) i (N,w) i pewnej koalicji T < N zachodzi
v(T)=1, W(T)=0 oraz VS=T v(T)=w(T),

to dla kazdej pary graczy i,j € T zachodzi ¢, (W) —¢, (V) =@, (W) =, (V) <0, adla
kazdej pary graczy K,I ¢ T zachodzi ¢, (W) —¢, (V) =@, (W)—¢,(v)>0.

Wtasno$¢ ta oznacza, ze w wyniku zmiany reguly decydowania (z v na w) takiej, ze
tylko jedna koalicja (T) z wygrywajacej stala sie przegrywajaca, a status wszystkich in-
nych koalicji pozostat bez zmian*, wszyscy gracze z koalicji T tracg w sensie indeksu
tyle samo, a wszyscy gracze spoza T zyskujg tyle samo.

Twierdzenie 6 (Malawski, 2002)
Jedynym réwnoprawnym indeksem sity dla gier prostych majgcym wlasno$é
gracza zerowego i wlasno$¢ transferu réwnomiernego jest indeks Shapleya

- Shubika.
Przyjrzyjmy si¢ indeksom Shapleya — Shubika paru przyktadowych gier prostych.

Gdy v jest n-osobowa gra wickszosci, w ktorej kazdy dysponuje jednym glosem,
a do podjecia decyzji potrzeba u > n//2 gloséw, wszyscy gracze sg réwnoprawni, wiec
indeks kazdego z nich jest réwny 1/n. W tej grze dla kazdego gracza i D(i,v) jest
zbiorem wszystkich koalicji y-osobowych zawierajacych i.

Gdy jednak gracze dysponujg réznymi liczbami gloséw - jak na przyktad na wal-
nych zgromadzeniach akcjonariuszy, na ktérych glosuje sie na zasadzie ,jedna akcja
—jeden glos” - struktura decydowania w koalicjach jest bardziej ztozona. Na przyktad
w grze czteroosobowej, w ktérej gracz 1 ma 40% akcji, gracz 2 — 30%, gracz 3 - 20%
i gracz 4 - 10%, mamy przy wymaganej wiekszosci 51%

aW) =3 eM=eM=7. eV=3

- np. gracz 4 jest decydujacy tylko w trzyosobowej koalicji {2,3,4}, wiec

o, (V)= w =->. Natomiast przy tych samych udziatach i wymaganej wigkszo-

$ci 66% indeks Shapleya — Shubika wynosi

4 Taka zmiana jest oczywiscie mozliwa tylko wtedy, gdy T jest minimalna koalicjg wygrywajacg w v.
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%M—l

1 1 1
V) =— V) =— V) =—
2: (02( ) 47 (03( ) 12, (04( )

12°

a przy progu wiekszosci 85%
1
(V) =0, (V) =, (V) = 5 , @,(v)=0.

Widzimy wiec w szczegdlnoscei, ze przy tych samych wagach (udziatach) moc de-
cydowania graczy zmienia si¢ przy zmianach progu wigkszosci, a wigc same wagi nie
sg dobrag miarg znaczenia graczy przy podejmowaniu decyzji grupowe;j.

W grze n-osobowej ,apex”, w ktérej wygrywajace sa wszystkie koalicje dwuosobo-
we i wigksze zawierajace gracza 1 oraz koalicja zlozona ze wszystkich graczy
oprécz 1, mamy

n-2
%M=7r,%;F%M=%:§

Ta ostatnia gra - przy mocnych zalozeniach 100% frekwencji, dyscypliny klubowej
i braku glos6w wstrzymujacych si¢ - jest obecnie (jesien 2008) rozgrywana w polskim
Sejmie przy glosowaniach zwykla wigkszoscig. W takich glosowaniach wygrywajace
sg koalicje co najmniej dwoch partii z udziatem Platformy Obywatelskiej oraz koali-
cja wszystkich partii poza PO°.

Tego rodzaju analizy przeprowadzane sg zwyczajowo przy réznych uktadach sit
w parlamentach, ale takze dla bardziej skomplikowanych gier, na przyktad dla regut
glosowania w Radzie Ministréw Unii Europejskiej ustanowionych w traktacie nicej-
skim, a zmienionych w traktacie konstytucyjnym i lizbofiskim. W tych przypadkach
stuza one nie tylko zaspokojeniu ciekawosci, ale takze jako narzedzie pomocne
przy projektowaniu regut decydowania o dobrych wlasnosciach, np. zapewniajacych
(w miar¢ moznosci) teoretycznie réwny wplyw na wynik ostatecznej decyzji wszyst-
kim wyborcom w UE niezaleznie od obywatelstwa. Obserwowany w rozmaitych kra-
jach, w tym w Polsce, opér przeciw forsowanym obecnie rozwigzaniom bierze sie
miedzy innymi stad, ze mierzona obiektywng miarg, jaka jest indeks Shapleya — Shu-
bika, sita glosu tych krajéw w nowym systemie ma znaczaco zmale¢ w poréwnaniu
z dotychczasowa. Pouczajaca w tym wzgledzie jest ponizsza tabela (Widgrén, 2008):

5> Pomijamy tu postéw niezaleznych i mniejszo$¢ niemiecka, bedacych w obecnej konfiguracji graczami zerowy-
mi, i ograniczamy sie do czterech istotnych graczy - PO, PiS, PSL i lewicy.
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Kraj _ Indeks Shapl_eva _
— Shubika przy systemie giosowania

LJnicejskim” Llizbonskim”
Niemcy 0,0874 0,1629
Francja 0,0872 0,1088
W. Brytania 0,0870 0,1082
Wiochy 0,0869 0,1056
Hiszpania 0,0802 0,0705
Polska 0,0799 0,0692
Rumunia 0,0398 0,0435
Holandia 0,0367 0,0320
Czechy 0,0340 0,0232
Irlandia 0,0195 0,0127

Indeksy Shapleya — Shubika wybranych krajéw Unii Europejskiej w Radzie Ministrow UE

przy réznych regutach glosowania w tej radzie.

W Polsce indeksy Shapleya — Shubika dla gier wiekszosci w réznych zgromadze-
niach badali m.in. Hotubiec i Mercik (2006) oraz Mercik (1999). Natomiast dobry pro-
gram liczacy indeksy sily, nie tylko Shapleya — Shubika w grach wazonej wigkszosci
stworzyli Tommi Meskanen i Antti Pajala z grupg wspétpracownikéw na uniwersyte-
cie w Turku. Program ten jest dostepny pod adresem http://powerslave.val.utu.fi.

8. Uogo6lnienia: warto$ci wazone, proceduralne i egalitarne

Na zakonczenie tego przegladu przedstawimy gtéwne klasy warto$ci wywodza-
cych sie od wartosci Shapleya, otrzymanych przez usuniecie cze$ci warunkéw postu-
lowanych w klasycznych aksjomatyzacjach.

Rezygnacja z rownoprawnosci przy pozostawieniu zalozen addytywnosci i wlasnosci
gracza zerowego prowadzi do klas wazonych wlasnosci Shapleya (Kalai i Samet, 1988)
i wartosci losowego porzqdku (Weber, 1988). Kalai i Samet (1988) wprowadzaja egzoge-
niczne w stosunku do gry wagi wszystkich graczy - liczby dodatnie®, okreslajace a priori
uprawnienia graczy do udzialu w réznych wielko$ciach zwigzanych z gra: im wigksza
waga danego gracza, tym wigksze jego udzialy przy podziatach. Podobnie jak zwykta
warto$¢ Shapleya, warto$ci wazone otrzymywane sg w procesie podziatu dywidend
Harsanyi'ego pomig¢dzy graczy z odpowiednich koalicji, tym razem jednak dywidendy
dzielone sg nie réwno jak we wzorze (2), tylko proporcjonalnie do wag. Dla gry (N,v)
i uktadu wag w = (w,w,,...,w, ) wazona warto$¢ @w,v) jest dana wzorem

® W istocie autorzy dopuszczajg takze wagi zerowe u czesci graczy i opisuja niezbedny w tej sytuacji mechanizm
podziatu dywidend koalicji sktadajacych si¢ wylgcznie z graczy o wadze 0.
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Tai

ACEDS %-AV(T) Vi=12..n,

gdzie Wy = Z W, . Gdy wigc na przyklad dwaj gracze i,j sa réwnoprawni w grze v,
jeT

ale majg rézne wagi, ich wartosci bedg proporcjonalne do ich wag:

@ (W,V) _W

Q,(Wv) w

Szersza klase wartosci niesymetrycznych, ale spetniajacych A i WGO otrzymat We-
ber (1988). Jego random order values to podobnie jak ¢ wartoéci oczekiwane wkiadu
graczy w koalicje ich poprzednikéw przy losowym uporzadkowaniu graczy, ale bez
zalozenia, iz kazde uporzadkowanie jest jednakowo prawdopodobne - rozktad praw-
dopodobienstwa na permutacjach moze by¢ dowolny.

Radzik i Wieczorek (1988) przypisali kazdemu z graczy wspétczynnik inicjatywy
i wspélczynnik przyciggania do koalicji, okreslajace rozklad prawdopodobienstwa
na permutacjach zbioru graczy i prowadzace do interesujacej podklasy wartosci We-
bera. Ciekawg innowacja w ich pracy jest proba estymacji tych wspétczynnikéw u rze-
czywistych graczy na podstawie réznic miedzy podziatami, jakie wynegocjowali oni
w kilku grach, a warto$ciami Shapleya tych gier.

Innego rodzaju modyfikacje warto$ci Shapleya to warto$ci réwnoprawne i addy-

tywne, ale bez wlasnosci gracza zerowego. Obok wartosci egalitarnej najbardziej zna-
ng z nich jest wartos¢ solidarnosciowa (Nowak i Radzik, 1994) okre§lona wzorem:

o(vy= Y D=0 2 (M)WK

TEN Tsi n! t

zgodnie z ktorg w koalicji T gracz zamiast swego wlasnego wktadu w koalicje otrzymu-
je $rednig wkladow wszystkich ¢ graczy w te koalicj¢. Prowadzi to do ,wspomozenia”
graczy ,stabszych”, w tym zerowych, jednak w sposéb bardziej umiarkowany niz dzie-
lenie v(N) réwno pomiedzy wszystkich graczy: warto$¢ solidarnosciowa jest lokalnie
$ci$le monotoniczna, tzn. gracz o wickszych wktadach w danej grze otrzymuje wiece;.

Zaréwno ¢, jak e i 0 sa przykladami warto$ci proceduralnych (Malawski, 2009).
Wartosci takie powstaja w wyniku podziatu wktadéw graczy w koalicje poprzednikéw
pomiedzy gracza wnoszacego wklad i graczy juz wezesniej obecnych w koalicji, a na-
stepnie usrednienie otrzymanych przez kazdego gracza wielkosci po wszystkich (jed-
nakowo prawdopodobnych) uporzadkowaniach. Procedura to uktad wspétczynnikéw
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S,S,,--S, €[0,4 okreslajacych, jaka czes¢ swego wkladu w koalicje poprzednikow
gracz zjawiajacy si¢ w uporzadkowaniu na miejscu j zachowuje dla siebie (s].), a jaka
ma odda¢ poprzednikom jako ,wpisowe” do koalicji (1 - s); oczywiscie s, = 1, gdyz
gracz przychodzacy jako pierwszy nie ma poprzednikéw. Okazuje sie, ze sposéb po-
dzialu wpisowego pomiedzy poprzednikéw gracza nie jest istotny: niezaleznie od te-
go, czy bedg sie oni dzieli¢ wpisowym réwno, czy tez np. calo$¢ otrzyma gracz, ktéry
zjawil sie jako pierwszy, otrzymana (Srednia) warto$¢ bedzie taka sama, czyli zalezy
ona tylko od wspétczynnikow s W szczegblnosci procedura ze wspélczynnikami s, =

s, =..=s_ = 1 prowadzi do warto$ci Shapleya, procedura ze wspétczynnikami s, = 1,
s, =...=s, = 0 (przy ktorej kazdy gracz poza pierwszym oddaje caly swéj wktad po-

przednikom) do wartosci egalitarnej e, a procedura ze wspétczynnikami s, = 1//i
do wartosci solidarnosciowe;j o.

Wszystkie wartosci proceduralne sg liniowe, symetryczne, lokalnie monotoniczne
i nieujemne dla kazdej gry monotonicznej, tzn. takiej, ze T D S=V(T) > V(S);
mozna takze pokaza¢ (Malawski, 2009), ze kazda warto$¢ majagca te wlasnosci jest
proceduralna.

Natomiast warto$ci proceduralne, ktére dodatkowo sg samodualne D, to tzw. ega-
litarne wartosci Shapleya (van den Brink, Funaki i Ju, 2007) — warto$ci postaci

y(v)=a-o(v)+(1-a)-ev), ae[01],

czyli kombinacje wypukle warto$ci Shapleya i wartosci egalitarnej. Powstajg one w ta-
ki sposéb, ze przy kazdym uporzadkowaniu wszyscy gracze poza pierwszym zachowu-
ja cze$é a swych wkladéw krancowych dla siebie, a pozostatg cz¢$é 1 - a oddajg do po-
dziatu graczom przybylym wczesniej. Inny sposéb podziatu wktadéw krancowych pro-
wadzacy do tych wartosci polega na tym, ze kazdy gracz (takze pierwszy w uporzadko-
waniu) zachowuje dla siebie cze$¢ a swego wkladu, a reszte oddaje do wspélnej puli,
ktéra na zakonczenie zostaje podzielona réwno pomiedzy wszystkich graczy.

9. Warto$¢ Shapleya w bogatszych klasach gier

W tej pracy przedstawiliémy jedynie najbardziej tradycyjng dziedzine wartoSci
- gry kooperacyjne ze skonczong liczbg graczy. Istnieje jednak obfita literatura doty-
czaca rozszerzen pojecia warto$ci Shapleya na ogélniejsze klasy gier i cho¢ w wiek-
szo$ci przypadkéw wymaga to wprowadzenia nowych i bardziej skomplikowanych
pojeé, warto tu wspomnie¢ o gléwnych kierunkach tych uogélnien i paru najprost-
szych przypadkach.

DECYZJE NR 10/2008



WARTOSC SHAPLEYA

0 ile w zwyklych grach kooperacyjnych nie ma zadnych ograniczen mozliwosci two-
rzenia koalicji, o tyle w zastosowaniach takie ograniczenia niejednokrotnie wystepuja.
Moga one by¢ spowodowane utrudnieniami w porozumiewaniu sie niektérych graczy
z powodu np. braku tacznosci, narzucong z zewnatrz hierarchia, uzgodnieniami koali-
cyjnymi dokonanymi przed gra itp. Wiele sposrdd takich ograniczen mozna wygodnie
opisaé przez zadanie na zbiorze graczy dodatkowej struktury — na przyktad:

* grafu komunikacji - opisujacego fizyczne mozliwosci porozumiewania si¢; po-
wsta¢ mogg tylko takie koalicje, w ktérych kazda para graczy (wierzchotkéw
grafu) jest polaczona $ciezkg nieprzechodzacg przez zadnego z graczy spo-
za koalicji;

* drzewa hierarchii - opisujgcego strukture podporzadkowan wewnatrz zbioru
graczy; koalicja moze powstac tylko wtedy, gdy wyraza na to zgode wszyscy
(bezposredni i posredni) przelozeni kazdego z uczestnikéw koalicji;

* rozbicia zbioru graczy na tzw. prekoalicje — podzbiory graczy, ktérzy
przed gra zobowigzali si¢ do wspdlnego negocjowania tworzenia ewentual-
nych koalicji z innymi graczami.

Warto$ciom Shapleya gier z takimi strukturami po$§wiecono dziesiatki prac. Pre-
kursorem tej dziedziny jest Myerson (1977). Jego piekne twierdzenie gloszace (w pew-
nym skrdcie), ze jedyna efektywng reguta podziatu o tej whasnosci, iz zawsze na doda-
niu nieobecnego wczesniej bezposredniego potaczenia miedzy dwoma graczami obaj
ci gracze zyskajg tyle samo, jest warto$¢ Shapleya odpowiednio okreslonej gry, zapo-
czatkowalo caly nurt badan i doprowadzito m.in. do twierdzenia 4 z rozdziatu 4. In-
ne wazne prace o warto$ciach gier z ograniczeniami tworzenia koalicji opisanymi
przez réznego rodzaju grafy to Owen (1986) oraz Derks i Peters (1993). Gry z preko-
alicjami i ich warto$¢ wprowadzit Owen (1977); dzi$§ warto$¢ Shapleya gier prostych
z prekoalicjami jest jednym z ulubionych narzedzi bardziej matematycznie nastawio-
nych politologéw. Duzg prace unifikujacg wartosci gier z r6znymi rodzajami struktur
wykonali Bilbao i Ordonez (2008).

Inny kierunek to rozszerzanie warto$ci na gry z nieskoriczonym zbiorem graczy.
Cho¢ wiaza si¢ z tym znaczace trudno$ci techniczne, gra jest warta $wieczki, gdyz
na przyklad glosowania na walnych zgromadzeniach akcjonariuszy spétek gietdo-
wych czesto najpro$ciej opisuja tzw. gry oceaniczne. Sg to gry proste ze skonczong
liczbg graczy duzych i continuum - ,oceanem” - graczy malych, ktérych indywidual-
ng moc decydowania mozna zaniedba¢, ale tacznie dysponuja oni znaczaca liczbg ak-
cji (= gloséw), a wigc glosy oceanu jako calosci badz jego istotnej cze$ci majg znacze-
nie dla podjetej decyzji.

Milnor i Shapley (1978) oraz Shapiro i Shapley (1978) udowodnili seri¢ picknych
twierdzen o takich grach. Pokazali oni miedzy innymi, ze dla ciggéw gier ze skoniczony-
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mi, ale coraz wigkszymi zbiorami coraz mniejszych graczy ,malych” i niezmiennym
zbiorem graczy ,duzych” warto$ci Shapleya kazdego z duzych graczy tworzg ciag zbiez-
ny. Jego granica jest za$ warto$¢ gry ,oceanicznej” majgca interpretacje probabilistycz-
ng podobng jak zwykla warto$¢ Shapleya: wszyscy duzi gracze zostajg losowo i nieza-
leznie umieszczeni na odcinku reprezentujacym ocean i kazdy z nich jest decydujacy
wtedy i tylko wtedy, gdy to jego pojawienie si¢ zmienia przegrywajaca koalicje jego po-
przednikéw (na odcinku) w wygrywajaca. Warto$¢ duzego gracza to prawdopodobien-
stwo rozmieszczenia, w ktérym on jest decydujacy, a warto$¢ oceanu — prawdopodo-
bienstwo takiego rozmieszczenia, w ktérym zaden z duzych graczy nie jest decydujacy.

Pelng teorie wartosci dowolnych - nie tylko prostych - gier z nieskoficzonymi zbio-
rami graczy przedstawili Aumann i Shapley (1974). Ta nielatwa ksigzka do dzi$ jest
podstawowym Zrédlem wiedzy w swej tematyce.

Wreszcie okreslona i intensywnie studiowana jest takze warto$¢ Shapleya gier bez
wyplat ubocznych, czyli takich gier, w ktérych koalicje maja ograniczone mozliwosci
dzielenia pomiedzy swych czlonkéw posiadanych badZz wypracowanych débr. Do tej
kategorii nalezg m.in. gry rynkowe, w ktérych gracze dysponujg pewnymi dobrami
i mogg je migdzy sobg dowolnie wymienia¢ ku obopdlnej korzysci, ale nie ma wspdl-
nego $rodka platniczego pozadanego przez wszystkich — wymianie moga podlegacé tyl-
ko towary lub ustugi.
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