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Zasada zwyklej wickszosci jest najczesciej stosowanq metodq podejmowa-
nia decyzji spotecznych na podstawie indywidualnych preferencji. Juz w XVIII
wieku markiz de Condorcet wykazal, ze metoda ta moze wyznaczaé nieprze-
chodniq preferencje spolecznq, nawet gdy preferencje wyborcow sq przechod-
nie. Zakres stosowalnosci metody zwykiej wiekszosci jest wiec ograniczony.
W teorii wyboru spotecznego wiele zainteresowania poswiecono analizom tego
problemu — formutowane sq rozne warunki konieczne, ktore okreslajaq, w ja-
kich sytuacjach zachodzi nieprzechodnios¢ preferencji spotecznej albo wystar-
czajqce, ktore gwarantujq jej przechodnios¢. Nie zaproponowano jednak do-
tqd warunku, ktory bytby jednoczesnie konieczny i wystarczajacy — jedno-
znacznie definiowatby zakres stosowalnosci metody zwyktej wiekszosci. W ni-
niejszym artykule zostaly przedstawione najbardziej znane, klasyczne warunki,
sformutowane w latach szes¢dziesiqtych. Zaprezentowany jest tu rowniez nowy
sposob analizy problemu nieprzechodniosci metody zwyktej wiekszosci. W wy-
niku przeprowadzonych analiz okazalo sie, Ze alternatywa klasycznych warun-
kow jest warunkiem jednoczesnie koniecznym i wystarczajqcym — okresla do-
ktadnie, kiedy mozna stosowac metode zwykiej wiekszosci, nie ma wiec potrze-
by formutowania kolejnych warunkow.
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rencji.
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Podejmowanie spolecznej decyzji, w ujgciu teorii wyboru spotecznego,
polega na agregowaniu, za pomoca okreslonej metody, preferencji indywidual-
nych w preferencjg spoteczna. Powszechnie stosowana w praktyce, ze wzgledu
na swojg prostote i intuicyjny charakter, a zarazem najczgsciej poddawana
analizom formalnym metoda jest zasada zwyktej wigkszo$ci. Wada tej metody
polega na tym, ze wyznaczona przez nia preferencja spoteczna moze by¢ nie-
przechodnia nawet, gdy preferencje gtosujacych sa przechodnie. W kon-
sekwencji, moze nie by¢ mozliwy wybdr optymalnego rozwiazania. Koniecz-
ne jest zatem okre$lenie zakresu stosowalnos$ci tej metody, tj. ogdlne, ale row-
noczesnie jednoznaczne okreslenie, w jakich sytuacjach (tzn. dla jakich
zestawow preferencji wyborcow) ta wada metody zwyklej wigkszosci nie

wystepuje.

W artykule zostaly przedstawione i przeanalizowane klasyczne warunki
wystarczajace, ktore zapewniaja przechodnio$¢ preferencji spotecznej wyzna-
czonej metoda zwyktej wigkszosci, zaproponowane w latach szesédziesiatych
przez Inade (1964, 1969), Sena (1966), Sena i Pattanaika (1969). Wygenero-
wany 1 wykorzystany do analiz zostal peten zbiér mozliwych ,,ukladow prefe-
rencji” wyborcoéw (klas rozktadow preferencji). Zbadane zostaty relacje za-
chodzace pomigdzy poszczegodlnymi warunkami oraz stopien restrykcyjnosci
kazdego z nich, tzn. okreslone zostalo, z jaka czgstoscia w zbiorze wszystkich
,ukltadow preferencji” wyborcéw dany warunek jest spelniony.

Poczatkowym zamierzeniem analiz bylo wskazanie takiego podzbioru klas
rozktadow preferencji, w ktorym nie bylby spetniony zaden z klasycznych wa-
runkow. Miato to umozliwi¢ sformutowanie kolejnego warunku. Warunek ten,
w potaczeniu z suma warunkow klasycznych, bytby warunkiem wystarczaja-
cym i koniecznym zarazem. Okazato si¢ jednak, ze nie trzeba wprowadzaé
kolejnego ograniczenia, poniewaz alternatywa warunkow klasycznych w jed-
noznaczny sposob okresla zakres stosowalnos$ci metody zwyklej wigkszosci
— jest warunkiem jednocze$nie koniecznym i wystarczajacym.

Podejmowanie spolecznych decyzji

Podstawa dla dokonywania spotecznych wyboréw sa preferencje oséb na
ustalonym m-elementowym zbiorze alternatyw spotecznych — A = {x,, x,..., x;,
.y Xpt. Alternatywami spotecznymi moga by¢ dla obywateli bioracych udziat
w wyborach kandydaci na prezydenta, dla parlamentarzystow — rézne propo-
zycje sformutowania ustawy, dla zarzadéw bankdéw — rozwazane dopuszczalne
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maksymalne kwoty kredytow. W wielu przypadkach uzasadnione bgdzie ogra-
niczenie rozwazan do sytuacji, w ktorej m = 3. Alternatywy beda woéwczas
oznaczane przez X, y, z. Zbior n wyborcow, bioracych udziat w podejmowaniu
spotecznej decyzji, bedzie oznaczany przez W = (w;, W, ..., Wi, ..., Wy).

Kazdy racjonalny wyborca porzadkuje alternatywy od najbardziej do naj-
mniej przez niego pozadanej. Relacja stabej preferencji xRy oznacza, ze i-ty
wyborca uwaza alternatywe x za przynajmniej tak dobra jak alternatywa y.
Relacja mocnej preferencji xP;y oznacza, ze wedlug i-tego wyborcy alternaty-
wa x jest lepsza od y (xP;y <> [xRy A ~ (yRx)]), a relacja indyferencji x/y, ze
jego zdaniem alternatywy x i y sa rownie dobre (x/;y <> [xRy A yRix]). Aby
mozna bylo relacje slabej preferencji R uzna¢ za racjonalna, musi by¢ ona
zwrotna, spojna i przechodnia'.

W analizowanych tu sytuacjach, kazdy z wyborcow bedzie miat okreslone
i racjonalne preferencje na zbiorze alternatyw.

Przyktadowa racjonalna preferencja osoby i-tej na zbiorze czterech alterna-
tyw v, x, y, z:

xPy, xPiz, xPyv, yPz, yPyv, zIv, xIx, yly, zI.z, vly
moze by¢ zapisana: x P; y P; z I; v lub w tatwiejszy sposob: w: x y z—v.

Profilem preferencji indywidualnych nazywany jest uktad preferencji indy-
widualnych wszystkich wyborcow. W wielu sytuacjach spotecznego wyboru
wszyscy bioracy w nim udziat sa traktowani jednakowo — ich glosy ,,waza”
tyle samo, istotne jest jedynie, jak czesto kazda preferencja indywidualna wy-
stapita, a nie czyja to preferencja. Takiej sytuacji dotycza zaprezentowane tu
analizy. W zwiazku z tym zatozeniem, ich przedmiotem moga by¢ nie profile,
a rozktady preferencji.

Na przyktad, nastgpujacy profil:
Wi Xy z-v
Wy X-z Yy Vv
Wi X-z y vV
Wg Z Y VX

Wsi Z Y VX
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mozna zapisaé w postaci rozkladu preferencji (liczby na poczatku wierszy
oznaczaja, ile osob miato dana preferencje indywidualna):

lix y z-v
2:x-zy v

2:zy v x

Jeden ze sposobow podejmowania spolecznych decyzji polega na agrego-
waniu (przy uzyciu okreslonej metody) preferencji indywidualnych w prefe-
rencj¢ spoteczna. Preferencje spoleczne beda oznaczane: xRy, xPy oraz xly.
Metody, ktére na podstawie rozktadu racjonalnych preferencji indywidualnych
wyznaczaja w sposob jednoznaczny racjonalne spoteczne uporzadkowanie
zbioru alternatyw, K.J. Arrow (1951) nazwal funkcjami spolecznego
dobrobytu®.

Niniejszy artykut jest poswigcony metodzie zwyktej wigkszo$ci, najcze-
Sciej stosowanej metodzie agregacji preferencji indywidualnych w preferencje
zbiorowa. Zgodnie z ta metoda alternatywy sa pordwnywane parami, a alterna-
tywa x jest nie gorsza spotecznie od alternatywy y, gdy liczba osob, ktdre
przedktadaja x nad y N(xPy), jest przynajmniej taka, jak liczba osob, ktore
przedktadaja y nad x N(yPx):

XRy &N (xP;y)>N(y P;x).

Z dwoch alternatyw, za lepsza spotecznie uznawana jest alternatywa przez
wigcej 0sob przedktadana nad druga:

xPy NPy >Ny P;x).

Na to jaka bedzie spoteczna relacja na zbiorze alternatyw, wpltyw maja pre-
ferencje 0soéb zainteresowanych — tzn. takich, ktére nie sa indyferentne wobec
wszystkich alternatyw nalezacych do zbioru A. Wyjatkiem jest sytuacja,
w ktorej wszyscy wyborcy byliby indyferentni wobec wszystkich alternatyw.
Woweczas wszystkie alternatywy zostatyby uznane spotecznie za rownie dobre.

Juz w XVIII wieku markiz de Condorcet zwrocit uwage, ze metoda zwy-
ktej wigkszosci ma istotna wade — moze wyznaczac¢ nieprzechodnia preferen-
cje spoteczna, a wigc zastosowanie tej metody moze nie prowadzi¢ do upo-
rzadkowania alternatyw. Rozwazany ponizej rozklad jest ilustracjg problemu.
Gdy preferencje trzech wyborcéw na zbiorze trzech alternatyw sa nastgpujace:
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Rozktad 1
lixyz
l:y zx
l:z x y,

relacja spotecznej preferencji wyznaczona za pomoca metody zwyklej wigk-
szosci jest cykliczna: xPy, yPz 1 zPx. Z tego wynika, ze metoda zwyktej wigk-
szosci nie jest funkcja spotecznego dobrobytu w sensie Arrowa — wyznaczona
przez nia relacja spoteczna nie jest racjonalna’.

W rzeczywistos$ci przewazaja sytuacje, w ktorych wybierana jest jedna,
najlepsza alternatywa lub pewien podzbiér najlepszych alternatyw. Mimo to
problem przechodnio$ci metody, za pomoca ktérej dokonujemy wyboru, jest
istotny. Gdy metoda zawsze wyznacza przechodnig preferencj¢ na catym zbio-
rze alternatyw — zawsze mozemy wybra¢ podzbior alternatyw najlepszych.

Celem zaprezentowanych ponizej analiz jest okre$lenie, dla jakiego zbioru
rozktadow preferencji metoda zwyktej wigkszosci jest funkcja spotecznego
dobrobytu, a mowiac $cisle, sformutowanie warunkéw koniecznych i warun-
koéw wystarczajacych, ktore musi spetniac rozktad preferencji, aby wyznaczo-
na na jego podstawie, przy uzyciu tej metody, preferencja spoteczna byta prze-
chodnia.

o O tym, ze warunek jest wystarczajqcy, mozemy mowi¢, gdy jego
spetnianie przez rozklad gwarantuje przechodnio$¢ spotecznej rela-
cji. Nie oznacza to jednak, ze niespelnianie warunku wystarczajace-
go determinuje relacje nieprzechodnia.

o Warunek jest konieczny, gdy jego niespetnianie gwarantuje, ze spo-
feczna relacja jest nieprzechodnia. Moze ona jednak by¢ nieprze-
chodnia rowniez wtedy, gdy warunek konieczny jest spetniony.

Przy analizach rozktadow preferencji mozliwe sa dwie konwencje. Mozna
badac caly zbior rozktadow albo zbior klas rozktadow. Zbidr wszystkich roz-
ktadéw preferencji jest zbiorem skonczonym (ale bardzo licznym), gdy okre-
$lona jest liczba alternatyw i liczba osob. Aby zbidr klas rozktadow byt skon-
czony, okreslona musi by¢ tylko liczba alternatyw. Do jednej klasy zaliczone
beda rozktady, skladajace si¢ z takich samych preferencji indywidualnych,
niezaleznie od tego, ile razy dana preferencja wystepuje.
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Na przyktad rozktady:
Rozktad 2 Rozktad 3 Rozktad 4
l:y z x 3y z x l:y z x
l:z x y l:z x y 6:z x y
Iix y-z 2:x y-z Iix y-z
liy x-z 21y x-z 21y x-z

naleza do tej samej klasy, poniewaz maja taka sama strukture jakosciowq
(Gaertner, 1979)

Jesli zbior alternatyw jest trzyelementowy {x, y, z}, mozliwych jest 13 upo-
rzadkowan preferencyjnych tego zbioru:

pl xPyPz p7 xPyl:z pl3 xIylz
p2 xPzPy pS yPxlz
p3 yPxPz p9 zPxly
p4 yPzPx pl0 xIyPz
pS zPxPy pll xIzPy
p6 zPyPx pl2 ylzPx

Kazda z klas mozna zdefiniowac¢ okreslajac, ktore z tych 13 uporzadkowan
wystepuja, a ktore nie. W omawianej tu sytuacji wszystkich klas jest 8191
(2" =1 = 8191). W tabeli 1 przedstawione sa wybrane klasy rozktadow, ich
numeracja jest zgodna z leksykograficznym porzadkiem, przyjmujac, ze upo-
rzadkowaniom p1, p2, ..., p13 odpowiadaja kolejne litery alfabetu.
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Tabela 1. Wybrane klasy rozktadow preferencji na zbiorze trzech alternatyw

NekI Indywidualne uporzadkowania preferencyjne* nalezace (T) lub nie nalezace (N) do danej klasy
r klasy
pl p2 p3 4 pS po p7 P8 p9 plo pll pl2 pl3
1 T N N N N N N N N N N N N
2 T T N N N N N N N N N N N
3 T T T N N N N N N N N N N
13 T T T T T T T T T T T T T
14 T N T N N N N N N N N N N
15 T N T T N N N N N N N N N
79 N T N N N N N N N N N N T
80 N T T N N N N N N N N N N
5812 N N N T T N T T N N N N N
8191 N N N N N N N N N N N N T

“symboliczne zapisy preferenciji od pI do pl3 zostaty wprowadzone wyzej

Jesli nie jest okre$lona liczba 0sob bioracych udziat w podejmowaniu decy-
zji, liczba wszystkich rozktadow jest nieskonczona. Rozktad preferencji moz-
na opisaé jako rozktad czestosci’ na zbiorze wszystkich 13 uporzadkowan.
W tabeli 2 zapisane sa w tej konwencji rozktady 2, 3 1 4 z poprzedniej strony.
Wszystkie one naleza do jednej klasy nr 5812 z tabeli 1.

Tabela 2. Przyktadowe rozktady preferencji na zbiorze trzech alternatyw,
nalezace do jednej klasy

Indywidualne uporzadkowania preferencyjne

pl p2 p3 p4 PS5 pé p7 p8 p9 plo pll pl2 pl3

Klasa 5812| N N N T T N T T N N N N N
Rozklad 2 0 0 0 025 025 0 025 025 0 0 0 0 0
Rozklad 3 0 0 0 0375 0,125 0 025 025 0 0 0 0 0
Rozklad 4 0 0 0 0,1 0,6 0 0,1 0,2 0 0 0 0 0

Zaré6wno za pomoca warunkéw wystarczajacych jak i warunkow koniecz-
nych mozliwe jest ograniczanie preferencji indywidualnych na dwa sposoby:
mozna ogranicza¢ rozktady lub klasy rozkladéw preferencji. Jest to istotne
rozrdznienie, poniewaz do jednej klasy moga naleze¢ zardwno takie rozktady,
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dla ktorych metoda zwyklej wigkszosci wyznacza przechodnia relacjg, jak
i takie, dla ktérych nie wyznacza. Dla rozktadu 2 wyznaczona relacja jest jedy-
nie acykliczna: y P z, z P x, x [ y, a dla rozktadow 3 i 4 (nalezacych do tej sa-
mej klasy) wyznaczone relacje sa przechodnie (dla rozktadu 3: y P z P x, dla
rozktadu 4: z P x P y). Istnieja takie klasy, ze dla wszystkich nalezacych do
nich rozktadow metoda zwyktej wigkszosci wyznacza przechodnig preferencje
oraz klasy, do ktorych naleza rowniez rozktady, dla ktorych ta preferencja nie
jest przechodnia. Nie istnieja natomiast klasy, ztozone wylacznie z rozktadow,
dla ktorych przechodniej relacji wyznaczy¢ nie mozna. Do kazdej z klas nale-
73 bowiem réwniez takie rozktady, w ktérych jedna z preferencji wystepuje
z czgstoscig wigksza niz 2. Wowczas preferencja spoteczna jest przechodnia.

W zwiazku z tym zdefiniowane zostaty dwa rodzaje warunkow wystarcza-
jacych i dwa rodzaje warunkoéw koniecznych. Warunki konieczne i wystarcza-
jace typu R odnosza si¢ do konkretnych rozktadow preferencji, a warunki ko-
nieczne 1 wystarczajace typu K odnosza si¢ do klas rozktadow. Jesli warunek
opisuje klas¢ — opisuje jednoczesnie wszystkie rozktady do niej nalezace. Stad,
jesli spetlniony jest warunek wystarczajacy typu K, spetniony jest rowniez wa-
runek wystarczajacy typu R.

Warunek typu R jednocze$nie konieczny i wystarczajacy w sposob jedno-
znaczny okreslatby, dla ktorych rozktadéw mozna wyznaczyé przechodnia
relacje¢ spoteczna, a dla ktorych nie jest to mozliwe.

Do kazdej z klas, dla ktérych warunek konieczny typu K nie jest spetniony,
naleza rowniez rozktady z takimi proporcjami preferencji, ze mozliwe jest wy-
znaczenie przechodniej relacji spotecznej. W zwiazku z tym fakt, ze warunek
konieczny typu K nie jest spetniony, nie oznacza, ze nie jest rowniez spetniony
warunek konieczny typu R.

Wynika z tego, ze jezeli jaki§ warunek jest jednocze$nie warunkiem ko-
niecznym i wystarczajacym typu K, to spetnianie go przez klasg¢ gwarantuje
przechodnios¢ preferencji spotecznej dla kazdego rozktadu nalezacego do tej
klasy. Niespelnianie przez klasg warunku jednoczesnie koniecznego i wystar-
czajacego oznacza, ze naleza do niej réwniez takie rozktady, dla ktérych nie
mozna wyznaczy¢ przechodniej preferencji spoleczne;.

Na rysunkach 1 i 2 koéteczkami z plusami oznaczone sa symbolicznie roz-
ktady, dla ktérych zasada zwyktej wigkszo$ci wyznacza przechodnia preferen-
cje¢ spoteczna, a minusami takie, dla ktorych wystgpuje nieprzechodnio$¢. Na
rysunku 2 rozktady zostaly pogrupowane w klasy. W niektorych klasach, dla
wszystkich rozkladow mozna wyznaczy¢ przechodnia preferencj¢ spoleczna,
w innych — nie dla wszystkich.’
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Rysunek 1. Warunki typu R (naktadanie na rozktady preferencji)

konieczne

wystarczajacy
i konieczny

wystarczajace

@ - przyktadowy rozktad, dla ktorego zasada zwyklej wigkszosci wyznacza przechodnia preferencjg spoteczna

© - przykladowy rozklad, dla ktérego zasada zwyklej wigkszo$ci wyznacza nieprzechodnig preferencje spoteczna

Rysunek 2. Warunki typu K (naktadanie na klasy rozktadow preferencji)

konieczne

wystarczajacy
i konieczny

wystarczajace

- przyktadowa klasa ztozona wylacznie z rozktadéw, dla ktorych zasada zwyktej wigkszosci
wyznacza przechodnie preferencje spoteczne

éa % - przyktadowa klasa ztozona zaréwno z rozktadow, dla ktorych zasada zwyktej wigkszosci
@ wyznacza przechodnie preferencje spoteczne jak i takich, dla ktorych wyznacza nieprzechodnie




14 METODA ZWYKLEJ WIEKSZOSCI

Zaprezentowane ponizej warunki okreslaja zakres stosowalno$ci metody
zwyktej wigkszosci. Warunki wystarczajace definiuja, przy jakim ukladzie
indywidualnych preferencji gltosujacych metoda moze by¢ stosowana bez ry-
zyka, ze doprowadzi do nieracjonalnego rozwiazania. Warunki konieczne
okreslaja, w jakich sytuacjach wyznaczone rozwiazanie moze by¢ nieracjonal-
ne.

Ograniczenia nakladane na rozklady preferencji

Problem nieprzechodnioéci metody zwyklej wigkszosci byt szeroko oma-
wiany przez licznych teoretykow wyboru spotecznego. Pomimo duzego zain-
teresowania problemem, nie zostal sformutowany taki warunek jednocze$nie
konieczny i wystarczajacy, ktory okreslatby, dla jakich rozkladéw mozna,
a dla jakich nie mozna wyznaczy¢ racjonalnej preferencji spotecznej (warunek
typu R). Znane sa natomiast rézne warunki tylko konieczne lub tylko wystar-
czajace.

Najbardziej oczywistym warunkiem wystarczajacym, by metoda zwyklej
wigkszosci wyznaczala przechodnia relacje, jest wymaganie, by pewna prefe-
rencja w rozktadzie miata czgsto$¢é wigksza niz 2. Wowcezas preferencja spo-
leczna bytaby racjonalna. Oczywiscie jest to warunek wystarczajacy typu R.

Dobrze znany jest warunek unimodalnosci sformutowany przez Blacka
(1958). Zaktada sig, ze alternatywy spoteczne moga by¢ reprezentowane przez
punkty na prostej. Prosta, na ktorej sa rozmieszczane, moze symbolizowac
wymiar, na ktorym toczy si¢ spor np. wymiar ideologiczny w sporze politycz-
nym. Ponadto, na tym kontinuum mozna zaznaczy¢ punkty idealne wyborcow
(w; oznacza punkt idealny i-tego wyborcy). Gdyby ktoras z alternatyw znajdo-
wala si¢ doktadnie w tym samym miejscu co punkt idealny wyborcy, bytaby to
alternatywa najlepiej przez niego oceniana.

Rysunek 3. Przyktadowe rozmieszczenie na prostej alternatyw i punktow
idealnych wyborcow

X y z

w; W, W,
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Mozliwe sa tu dwa, zaproponowane przez Coombsa (1964), ujgcia: ilosciowe
i jakos$ciowe.

Zgodnie z ilosciowq koncepcja, wyborca oceniajac alternatywy bierze wy-
lacznie pod uwage ich odlegtos¢ od swojego punktu idealnego: im dalej od
punktu idealnego lezy alternatywa, tym mniej jest przez niego preferowana.
Dla kazdego wyborcy istnieje doktadnie jedno uporzadkowanie preferencyjne
zgodne 7z ta zasada.

Wedle ujecia jakosciowego, istotne dla wyborcy sa nie tylko odleglosci
alternatyw od jego punktu idealnego, ale takze kierunek, tzn. moze on na przy-
ktad preferowaé¢ wszystkie alternatywy na lewo od swojego punktu idealnego
(im blizej tego punktu — tym bardziej) nad alternatywy na prawo (tu réwniez
mniej preferowane beda alternatywy bardziej oddalone od punktu idealnego).
Ta koncepcja nie okresla jednoznacznie preferencji wyborcy — mozliwe jest
wigcej niz jedno uporzadkowanie. Zawsze jedng z preferencji zgodnych z ujg-
ciem jako$ciowym jest preferencja zgodna z ujgciem ilosciowym.

Nie wszystkie z 13 mozliwych uporzadkowan preferencyjnych (str. 10) sa
zgodne z przedstawionymi powyzej sposobami ustalania preferencji przez wy-
borcg, uwzgledniajacymi odleglosci migdzy jego punktem idealnym a alterna-
tywami. W tabeli 3 znajduja si¢ uporzadkowania dopuszczalne, przy rozmiesz-
czeniu alternatyw i punktoéw idealnych takim jak na rysunku 3.

Tabela 3. Dopuszczalne preferencje indywidualne (przy rozmieszczeniu
alternatyw zgodnym z rysunkiem 3)

Preferencje zgodne z ujgciem:

Wyborcy:
Tlo§ciowym Jako$ciowym

wyborcal | pl:xPyPz | pl:xPyPz

wyborca2 | p8:yPxlz | p8:yPxIlz | p3:yPxPz | p4:yPzPx | pl2:ylzPx | p6:zPyPx

wyborca3 | p6:zPyPx | p6:zPyPx | p3:yPxPz | p4:yPzPx | pl2:yIzPx | p8:yPxlz

Nawet przy ujeciu jakoSciowym, dopuszczalnych uporzadkowan dla kazdego
z wyborcow jest niewiele. Punkt idealny wyborcy 1. determinuje w pelni jego
preferencje na tych alternatywach. Mozliwych preferencji wyborcow 2. i 3.
jest wigcej. W zwiazku z tym, ze ich punkty idealne znajduja si¢ migdzy ta
samg parg alternatyw (y i z), dopuszczalne uporzadkowania zgodne z ujeciem
jako$ciowym sa takie same.
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W powyzszym przyktadzie doktadnie okreslone zostaty miejsca na prostej,
w ktérych leza punkty idealne wyborcow. Mozna si¢ spodziewaé, ze gdyby
byly one rozmieszczone inaczej, inne preferencje bylyby dopuszczalne. Na
przyktad, gdyby ktorys z wyborcow miat punkt idealny umiejscowiony mig-
dzy alternatywami x i y albo doktadnie pokrywajacy si¢ z ktoras z alternatyw,
zbiér mozliwych preferencji bytby inny. Na ponizszych rysunkach kontinuum
zostalo podzielone na czgsci (oznaczone symbolami V' w przypadku ujgcia ilo-
sciowego i v, w przypadku jakosciowego). Punkty idealne znajdujace si¢ w tej
samej czesci determinuja takie same uporzadkowania. Innymi stowy, dla roz-
nych punktow idealnych znajdujacych si¢ w tej samej czgsci, dopuszczalny
jest ten sam zbior preferencji. W przypadku ujecia ilosciowego zbior ten zaw-
sze bedzie jednoelementowy, a w przypadku jakosciowego moze by¢ liczniej-
szy. Na rysunku 4 zaznaczone zostaly punkty srodkowe kazdej z par alterna-
tyw (x|y, y|z oraz x|z). Punkty te wyznaczaja doktadnie potowe odlegtosci
dzielacej alternatywy. Jesli punkt idealny wyborcy pokrywa si¢ z punktem
srodkowym ktorej$ pary alternatyw — wyborca jest wobec tych alternatyw in-
dyferentny?®.

Rysunek 4. Ujecie iloSciowe

X x|y y x|z ylz z

V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7

Rysunek 5. Ujgcie jakosciowe

X y z
I I |
vi1 v2 v3 v4 vb

Zbiory dopuszczalnych preferencji, dla kazdego umiejscowienia punktu
idealnego, zostaly wymienione w ponizszej tabeli. Symbole od p/ do pi3
oznaczaja kolejno kazde z 13 mozliwych uporzadkowan.
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Tabela 4. Dopuszczalne uporzadkowania preferencyjne

. Mozliwe uporzadkowania preferencyjne:
Czescei

kontinuum pl P2 p3 pé pS p6 p7 p8 P9 plo | pll | pl2 | pI3

Vi X

V2 X

V3 X

V4 X

Vs X

Ujecie iloSciowe:

14 X

4 X

vl X

v2 X X X X X

v3 X

x
x

V4 X X X X

Ujecie jakos$ciowe:

v5 X

Jesli umiejscowienie alternatyw na prostej jest takie, jak w omawianym tu
przyktadzie, nie mozna znalez¢ takiego punktu idealnego, ktory determinowat-
by ktoras z preferencji: p2, p5, p7, p9, p11 lub p13. Gdyby zostata zamieniona
kolejnos¢ alternatyw na kontinuum, woéwczas bylby inny zbidr preferencji
speh17iajaccych omawiane wymagania i inny zbior preferencji z nimi niezgod-
nych’.

Znane twierdzenie o medianowym wyborcy, sformutowane przez Blacka
(1958), mowi, ze jesli mozliwe jest takie rozmieszczenie alternatyw i punktow
idealnych na prostej, ze preferencje wyborcow sa zgodne z ilosciowa lub jako-
sciowa koncepcja, to przy nieparzystej liczbie oséb punkt idealny srodkowe-
go® wyborcy ma poparcie wiekszoséci w poréwnaniu z dowolng inna alternaty-
wa. Arrow (1963) uogoélnit ten wynik i wykazal, ze przy tych samych zatoze-
niach, dla dowolnej nieparzystej liczby osob, metoda zwyklej wickszosci ge-
neruje przechodnie preferencje spoteczne. Jest to warunek wystarczajacy dla
istnienia racjonalnej spotecznej preferencji wyznaczonej przez zasadg zwyktlej
wigkszosci. Pomimo wymagania, zeby liczba oséb byla nieparzysta, wspo-
mniany warunek jest warunkiem wystarczajacym typu K°. Jak wykazat Inada,
warunek ten nie musi by¢ spelniony przez caty zbior alternatyw. Wystarczy, ze
bedzie on spetniony w kazdym trzyelementowym podzbiorze tego zbioru
(Inada, 1964).
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Klasyczne ograniczenia nakladane na rozklady preferencji

W literaturze dotyczacej teorii wyboru spolecznego wiele uwagi poswigco-
no klasycznym warunkom sformutowanym pod koniec lat sze$c¢dziesiatych.
Warunki te taczy podobne spojrzenie na problem ograniczania zbioru rozkla-
dow: kazdy z nich wymaga, by preferencje osob byly w jakim$ sensie zgodne
lub przeciwnie — by istniaty okreslone rozbiezno$ci w ocenie alternatyw. Inny-
mi stowy, wymagaja one, by pewne zestawy preferencji indywidualnych nie
wystepowaly w tym samym rozktadzie.

W przedstawionych ponizej warunkach, twierdzeniach i dalszych analizach
jest mowa o trojkach alternatyw spotecznych. Takie ograniczenie jest uzasad-
nione, poniewaz przechodnio$¢ w kazdym trzyelementowym podzbiorze alter-
natyw gwarantuje przechodnio$¢ w calym zbiorze.

Jesli preferencje sa zgodne z zaproponowanymi przez Blacka ograniczenia-
mi, musi istnie¢ alternatywa, ktéra przez zadnego z wyborcoOw nie jest ocenia-
na jako najgorsza. Na rysunku 3 byta to alternatywa y. Nie jest mozliwe zazna-
czenie na tej prostej punktu idealnego wyborcy, wedlug ktorego alternatywa y
jest najgorsza. Niedopuszczalne sa te uporzadkowania, zgodnie z ktorymi al-
ternatywa y wystepuje na ostatniej pozycji. Jesli preferencje maja opisane wia-
snosci, spetniony jest nastepujacy warunek sformutowany przez Inade (1969):

Warunek nie-najgorszej alternatywy (NW not worst) — w kazdej trojce al-
ternatyw istnieje alternatywa, ktora przez zadna z os6b nie jest oceniana najgo-
rzej z tej trojki.

Dla potrzeb tej i kolejnych definicji warunkow przyjmijmy, ze a, b i ¢ sa
trzema réznymi zmiennymi, z ktorych kazda moze przyja¢ wartos¢ x, y lub z
(a,b,c e {x,y,z};a#=b#c).

Warunek NW wymaga, by 3a, b, ¢ Vi [~ (xIy A ylz \ zIix) — (aPb v aPic)].

Na rysunku 6 zostaly przedstawione uporzadkowania preferencyjne spet-
niajace warunek NW — w zadnym z nich alternatywa x nie zajmuje ostatniej

pozycji.
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Rysunek 6. Dopuszczalne preferencje zgodne z warunkiem NW

——p1
—B—p2
——p3
——p5
—A—p7
—A—p10
y x z —e—p11

Inada (1969) zaproponowat dwa inne warunki podobne do NW. Pierwszy
z nich (NB) wymaga, by istniala alternatywa, ktora nie bgdzie przez wszyst-
kich uznawana za najlepsza, drugi (NM) — by istniata alternatywa, ktora nie
bedzie przez wszystkich uznawana za ,,Srodkowa”.

o Warunek nie-najlepszej alternatywy (NB not best) — dla kazdej trojki
alternatyw istnieje taka alternatywa, ktora w uporzadkowaniu zadnej
Z 0SOb nie zajmuje pierwszej pozycji:

Ja, b, ¢ Vi [~ (xIy N yliz A zIx) — (bP:a Vv cPa)].

Zgodne z warunkiem NB, sa uporzadkowania preferencyjne przedstawione
na rysunku 7 — w zadnym z nich alternatywa x nie jest oceniana jako najlepsza.
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Rysunek 7. Dopuszczalne preferencje zgodne z warunkiem NB

——p3
—B—p4
—o—p5
——p6
—A—p8
—4A—p9
—@—p12

. Warunek nie-sredniej alternatywy (NM not medium) — dla kazde;j
trojki alternatyw istnieje taka alternatywa, ktora w uporzadkowaniu
zadnej z 0s0b nie zajmuje srodkowej pozycji:

da, b, ¢ Vi [~ (xly AN ylz N zIx) — {(aPb N\ aPic) Vv (bPa \ cPa)}].

Rysunek 8. Dopuszczalne preferencje zgodne z warunkiem NM

——p1
—B—0p2
—o—p4
—o—pb6
‘ ‘ —A—p7
y x z —A—p12
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Spelianie warunku NM oznacza, ze mozliwy jest podziatl zbioru trzech
alternatyw x, y, z na dwie takie podgrupy, np.: {x} 1 {y, z}, ze kazdy z wybor-
cow Scisle preferuje kazda alternatywe z jednej z tych podgrup nad kazda al-
ternatywe z drugiej. Preferencje zgodne z tym warunkiem przedstawione sg na
rysunku 8. Sytuacja, w ktorej spelniony jest warunek NM, moze si¢ zdarzy¢ na
przyktad wtedy, gdy jedna z alternatyw jest kontrowersyjna. Bedzie ona przez
wszystkich oceniana albo lepiej niz pozostate, albo gorzej od nich.

Kazdy z tych trzech warunkow wymaga, by opinie wyborcow byly w pew-
nym sensie zgodne. Sen (1966) zaproponowat potaczenie ich w jeden warunek
ograniczenia rozbieznosci ocen (VR value restriction)

o Warunek VR — dla kazdej trojki alternatyw istnieje taka alternatywa,
ktora w uporzadkowaniu zadnej z 0séb nie zajmuje ostatniej pozycji,
lub istnieje alternatywa, ktéra w uporzadkowaniu zadnej z oséb nie
zajmuje pierwszej pozycji, lub istnieje taka alternatywa, ktdra w upo-
rzadkowaniu zadnej z 0s6b nie zajmuje pozycji srodkowej:

Ja, b, ¢ Vi [~ (xly ANylz N zlx) — (aPb v aPc) Vv (bPa Vv cPa) v
{(aP:b \ aPc)V (bPa N\ cPa)}]

Warunek VR jest alternatywa trzech warunkéw. Wymaga, by spelniony byt
ktorykolwiek z ,,warunkow sktadowych” i dlatego jest stabszy od kazdego
z nich. Aby byt spetniony, w kazdej trojce musi by¢ spetniony NW, NB albo
NM. VR nie wymaga, by w kazdej trojce alternatyw speliony byt ten sam wa-
runek czastkowy.

Twierdzenie Sena (1966)

Jezeli warunek VR jest spelniony dla kazdej trojki alternatyw, a liczba osob
zainteresowanych w kazdej trojce jest nieparzysta, wowczas preferencja wy-
znaczona przez zasade zwyklej wigkszosci jest przechodnia.

Innym warunkiem wymagajacym, by wsrod wyborcéw panowata pewnego
rodzaju zgodnos$¢ ocen, jest warunek wymagajacy powtorzenia stabej prefe-
rencji (LA limited agreement) zaproponowany przez Sena i Pattanaika (1969).

o Warunek LA — podzbidr trzech alternatyw spetnia ten warunek, jesli
wszystkie osoby sa zgodne, Ze jedna z tych alternatyw (np. x) jest co
najmniej tak dobra, jak inna alternatywa z tej trojki (np. y):

Ja, b Yi(a R; D).
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Pierwsze twierdzenie Sena — Pattanaika (1969)

Jezeli liczba o0sob zainteresowanych w kazdej trojce alternatyw jest niepa-
rzysta i kazda trojka spetnia warunek VR lub LA, wowczas preferencja wyzna-
czona przez zasadg zwyklej wigkszosci jest przechodnia.

Do bardziej znanych naleza takze trzy kolejne warunki sformutowane przez
Inade (1969). Spetnianie tych warunkéw rowniez gwarantuje przechodnios¢
spotecznej relacji.

. Warunek dychotomicznych preferencji (DP dichotomous preferen-
ces) — podzbior trzech alternatyw spetnia ten warunek, jesli kazda
osoba jest indyferentna wobec co najmniej dwoch alternatyw:
Y i3da, b, c~(@P;b N bP;c)

Preferencje zgodne z warunkiem DP moga wystepowaé na przyktad wtedy,
gdy w opinii wyborcow alternatywy sa podobne.

o Warunek podobnych preferencji (EP echoic preferences):
Dla potrzeb tej i nastgpnych definicji przyjmijmy, ze w;, w; € W,
Wi £ W,
Ja, b, ¢ [Ji(aP;b \ b P;c) — (V)) ~ (cP;a)].

Warunek ten wymaga, by w sytuacji, gdy ktoras z osob preferuje na przy-
ktad alternatywe¢ x nad y, a y nad z, pozostate osoby rowniez preferowaty
xnad z.

Warunek EP jest dos¢ mocny — wymaga duzej zbieznosci preferencji
wszystkich osob.

. Warunek przeciwnych preferencji (AP antagonistic preferences):
da, b, ¢ [Fi(@P;bN\NbPic)y—Vj:{(alic)Vv(cP;bN\bP;a)}].
Jesli istnieje osoba, ktéora ma mocna preferencje, na przyktad

x P;y P; z, wowczas pozostale osoby albo porzadkuja alternatywy
odwrotnie: z P; y P; x, albo x 1 z oceniaja tak samo: x/z.

Warunek AP réwniez jest mocny. W przeciwienstwie do EP wymaga
znacznej rozbieznosci preferencji wszystkich oséb. W rzeczywistosci takie
preferencje moga wystepowaé, gdy wyborcy sa podzieleni na dwie antagoni-
styczne grupy.
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Kazdy z tych trzech warunkéw, wprowadzonych przez Inade (DP, EP
i AP), jest dosy¢ wymagajacy. Sen i Pattanaik (1969) zaproponowali warunek
skrajnego ograniczenia (ER extremal restriction), ktdry jest alternatywa wa-
runkow Inady i jest stabszy od kazdego z nich.

o Warunek ER:
Ja, b, ¢ [Ji (aP;b \NbP;c)—Vj{cPa— (cP;bN\bP;a)}l]

Jesli jedna z o0so6b preferuje na przyklad alternatywe x nad alternatywe y, a y
nad z, to wszystkie inne osoby, ktore preferuja z wzgledem x musza woéwczas
rowniez preferowac z wzgledem y oraz y wzgledem x:

Jesli dla profilu preferencji spetniony jest ktorys z warunkéw Inady DP, EP
lub AP — speliony jest wowczas warunek ER.

Drugie twierdzenie Sena — Pattanaika (1969)

Jesli preferencje sa zgodne z warunkiem ER dla kazdej trojki alterna-
tyw, zasada zwyklej wigkszoSci wyznacza przechodnia relacj¢ preferencji
spoteczne;j.

W odréznieniu od poprzednio omawianych warunkéw, ER zapewnia wy-
znaczenie przechodniej spotecznej preferencji bez wzgledu na to, czy liczba
0s0b (lub liczba o0soéb zainteresowanych) bedzie parzysta, czy nieparzysta.
Wszystkie zaprezentowane klasyczne warunki sa typu K.

Analizy klasycznych warunkéw

W tej czescei artykulu przedstawione sa wybrane wnioski z analiz przedsta-
wionych warunkow. Analizy zostaly wykonane na zbiorze wszystkich mozli-
wych klas rozktadow preferencji. Opis sposobu wykonania tych analiz znajdu-
je sig w aneksie. Takie podej$cie umozliwito okreslenie, dla kazdego z przed-
stawionych wyzej, klasycznych warunkéw naktadanych na rozktady preferen-
cji, jak duza czg$¢ zbioru klas opisuja. Warunki te r6znia si¢ stopniem surowo-
$ci wymagan. Na pierwszy rzut oka widac¢, ze niektore z nich jest tatwiej spet-
ni¢, a inne sa bardziej restrykcyjne. Pierwsza z prezentowanych analiz pozwo-
lita doktadnie okresli¢, dla jak duzej czesci klas spelnione sa poszczegdlne



24 METODA ZWYKLEJ WIEKSZOSCI

warunki. Z samej definicji klasy rozktadow wynika, ze liczba wyborcéw moze
by¢ dowolna. Mimo ze VR i LA sa warunkami wystarczajacymi jedynie przy
zatozeniu nieparzystej liczby wyborcow, uwzglednienie ich w analizach na
zbiorze klas, jak si¢ okazato, rdwniez ma uzasadnienie. Ponadto, mozliwe byto
zbadanie zwiazkdéw miedzy poszczegdlnymi warunkami — okreslenie czy sa
one od siebie zalezne, czy tez niezalezne. Dwa warunki sa zalezne, gdy spet-
nianie badz niespelianie jednego z nich determinuje spetnianie badz niespet-
nianie drugiego. W ponizszej tabeli szarym kolorem oznaczone zostaly
wszystkie pary warunkoéw zaleznych. Na przyktad DP i AP sa zalezne, ponie-
waz nie jest mozliwe, by klasa nie spetniala AP 1 jednoczesnie speliata DP.
Wigkszo$¢ z przedstawionych relacji zaleznosci jest oczywistych: warunek VR
jest zlozony z trzech warunkéw: NB, NM i NW i musi by¢ od kazdego z nich
zalezny (jest spetniony tylko, gdy spetniony jest jeden z tych trzech warun-
kéw). Podobnie, warunek ER jest alternatywa warunkow DP, EP i AP i musi
by¢ zalezny od kazdego z nich.

Z tabeli 5 mozna odczytaé, ile procent klas rozktadéw spetia kazdy z wa-
runkow. W kolumnach i1 wierszach oznaczonych ,,N” sa odsetki klas nie spet-
niajacych warunkoéw, a w oznaczonych ,,T” — odsetki takich, ktore warunki
spetniaja.

Tabela 5. Spetnianie i niespelnianie par warunkoéw

NB NI N VR LA DP EP iP ER
N.T|N|]T|N T |N.T|N,T|[N,T|[NI|T|N|T]|N.T
N 86.0 | 52 | 886 | 26 | 842 | 70 | 837 | 75 |00 | 11 | 862 | 51 | 898 | 14 | 860 | 52 |912
NETL 52136 |70 0 18 88 | 23 | 64 | 84 04 |41 T a7 |78 T 0 |40 4 |88
N | 560 | 52 886 | 26 | 842 | 70 | 857 | 75 | 900 | L1 | 862 | 51 | 898 | 14 | 860 | 52 |912
M 52 e 70 118 88 | 23 | 64 | 84 | 04 |41 a7 |78 710 |40 | 45 [ss
N | 586 | 70 | 886 70 842 | 114 | 837 | 119 | 943 | 13 | 868 | 88 | 936 | 20 | 866 | 90 |956
WM 26 s [2e s a2 | 257 2 a2 Vo2 | T3a 0 a0 Tod a0 [aa
N | 842 842 842 801 1 41 | 833 1 09 | 8101 32 | 850 LI | 809 | 33 |84z
VR 70 88 |70 | 88 114 | a4 59 199 [152 71 07 |93 {65 | 145 i 13 |91 |67 |158
N | 837 | 23 |37 25 |37 | 23 |01 | 59 856 | 04 | 856 | 04 | 853 1 07 | 853 | 07 |860
LA 75 T ea |75 T 6a | Tio 21 |41 1 es 129 111 |47 o5 123 17 |47 {95 [140
N | 901 | 84 | 901 | 84 |943 | 42 | 835 | 152 | 856 | 129 903 | 82 | 976 | 09 | 900 | 85 |985
PP T oA i T oa [ o2 09 T or T4t 15 s 15 |15
N | 562 | 41 |62 | 41 | 868 | 34 | 810 | 93 | 856 | 47 | 903 900 | 03 | 900 | 03 |903
EP s e s Ve | T8s T 0 |32 1 6s |04 93 |82 i is 76 1 21 07 |97
N | 98 | 78 |98 | 78 | 936 | 40 | 831 | 145 | 853 | 123 | 976 900 | 76 900 | 76 |976
AP T T o e o T2 T [T s [Tor g [ Toe §oas | Toa o 24 |24
N | 560 | 40 [ 860 | 40 | 866 | 34 | 8091 o1 | 853 ¢ 47 | 900 90,0 90,0 90.0
ER 52 1 as |52 as |90 T io |35 67 |07 {93 |85 a5 |03 97 | 76 | 24 100
912 | 88 | 912 88 | 956 | 44 | 842 | 158 | 860 | 140 | 985 | 15 | 903 | 97 | 976 | 24 | 900 | 100
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Najbardziej ,,wymagajacym” okazuje si¢ warunek DP — jedynie 1,5%
wszystkich klas stanowia te, w ktorych wszyscy glosujacy sa indyferentni wo-
bec przynajmniej dwoch alternatyw. Najlatwiejszymi do spetnienia sa warunki
VR — (15,8% klas) oraz LA (14% Kklas).

Przedmiotem najwazniejszych analiz byt podzbior klas rozktadow, w kto-
rym nie byt spelniony zaden z klasycznych warunkow. Zbadanie, dla ktérych
klas z tego podzbioru metoda zwyklej wigkszosci zawsze wyznacza przechod-
nig preferencje spoleczna, a dla ktorych mozliwe jest wystapienie paradoksu,
miato umozliwi¢ sformutowanie kolejnego warunku. Warunek ten w potacze-
niu z suma warunkéw klasycznych byltby warunkiem wystarczajacym i ko-
niecznym zarazem.

W tym celu zbadano dla kazdej klasy, czy naleza do niej rozklady, dla kto-
rych metoda zwyktej wigkszosci wyznacza nieprzechodnia preferencje spo-
teczna, czy tez wylacznie takie, dla ktérych wyznaczona preferencja jest prze-
chodnia. W tabeli 6 zestawione sa informacje o spelnianiu badz niespetnianiu
poszczegblnych warunkéw oraz o tym, czy wyznaczenie racjonalnej preferen-
cji spotecznej mozliwe jest dla wszystkich rozktadow w klasie.

Tabela 6. Przychodnos¢ metody zwyklej wigkszosci a spetnianie klasycznych
warunkow

Racjonalng relacjg spoleczng mozna wyznaczy¢
Spetnianie warunkéw:| nie dla wszystkich dla wszystkich
rozktadow w klasie rozktadow w klasie
S s T n i — i
T o s s e
O e s o
TR e S
I e S
L 829 S
R L S — s
ap p R L N— Pl 7.
R S e A
T e s i
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Dane w tabeli sa zgodne z przytaczanymi wczesniej twierdzeniami
o0 ,,wystarczajacosci” warunkow DP, EP i AP oraz warunku ER, ktory jest ich
sumg — dla wszystkich klas, dla ktérych warunki te sa spelnione mozna wyzna-
czy¢ racjonalng preferencj¢ spoleczna. Jak wynika z cytowanych twierdzen,
warunki VR (wraz ze skladajacymi si¢ na niego warunkami NB, NW i NM)
oraz LA sa wystarczajace, gdy liczba osob jest nieparzysta. W prezentowane;j
tabeli nie ma ilustracji tych twierdzen, poniewaz analizy byty przeprowadzone
bez zadnych zalozen dotyczacych liczby 0sob glosujacych.

Z catego zbioru klas rozktadow wyroznione zostaly te klasy, dla ktorych
nie jest spelniony zaden z warunkow VR, LA ani ER. Okazato sig, Ze nie istnie-
ja klasy ztozone wytacznie z rozktadoéw, dla ktéorych mozna wyznaczy¢ prze-
chodnia preferencj¢ spoleczna, dla ktorych te warunki nie sa speilnione
(ostatni wiersz tabeli 6). Oznacza to, ze alternatywa klasycznych warunkow:

VRVLAVER jest warunkiem koniecznym typu K — jesli ten warunek nie jest

spetniony, na pewno do klasy naleza rozktady, dla ktérych zasada zwyktej
wigkszo$ci wyznacza nieprzechodnia relacje spoteczna.

Tabela 7. Wystarczajace i konieczne klasyczne warunki

Warunki: Nieparzysta liczba wyborcow [ Dowolna liczba wyborcow
NB wystarczajacy
NW wystarczajacy
NM wystarczajacy
VR wystarczajacy
LA wystarczajacy
Dp wystarczajacy wystarczajacy
EP wystarczajacy wystarczajacy
AP wystarczajacy wystarczajacy
ER wystarczajacy wystarczajacy
VRv LA v ER wystarczajacy 1 konieczny konieczny

Ze znanych twierdzen wynika, ze dla nieparzystej liczby osob glosujacych
alternatywa klasycznych warunkéw jest warunkiem wystarczajacym (skoro
kazdy sktadajacy si¢ na nia warunek jest wystarczajacy). Z wykonanych analiz
wynika natomiast, ze alternatywa ta jest warunkiem koniecznym dla dowolne;j
liczby 0s6b, a wigc rowniez dla nieparzystej. Podsumowanie wynikow analiz
znajduje si¢ w tabeli 7.
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W literaturze poswigconej teorii wyboru spotecznego, oprocz rozwazanych
tu, znanych warunkéw, znalez¢ mozna bardzo wiele innych propozycji
(Kaneko, 1975, Saposnik, 1975, Gaertner i Heinecke, 1977, Gaertner, 1979,
2001 i inni). Z zaprezentowanych analiz wynika jednak, ze kolejne warunki
wystarczajace lub konieczne musza zawiera¢ si¢ w klasycznych, sformutowa-
nych w latach sze$édziesiatych, ograniczeniach sformutowanych przez Inadg,
Sena i Pattanaika. Przeanalizowanie tych warunkéw w nowy sposob — przez
zbadanie petnego zbioru klas rozktadow, umozliwito stwierdzenie konieczno-
sci warunkow, dla ktérych wezeéniej udowodnione zostato, ze sa wystarczaja-
ce. Okazalo sig, ze za ich pomoca mozna okresli¢ zakres stosowalno$ci meto-
dy zwyklej wigkszosci — wiadomo jakie ograniczenia nalezy natozy¢ na zbior
rozktadow preferencji indywidualnych, aby metoda zwyklej wigkszosci byta
funkcja spotecznego dobrobytu.

Aneks

Analizy zostaly przeprowadzone na zbiorze klas rozktadow preferencji dla
trzech alternatyw. Wygenerowany zostal peten zbior klas (i-elementowych
kombinacji, gdzie i = 1, ..., 13) liczacy 2" - 1 = 8191 elementow'’. Dla kazdej
z klas okreslone zostato, czy spelnione sa w jej przypadku warunki VR, LA
i ER (a takze wszystkie sktadajace sig¢ na nie warunki czastkowe). Mozliwe
wigc byto stwierdzenie, z jak duza cze$cia catego zbioru kazdy z nich jest
zgodny i tym samym porownanie stopnia ich restrykcyjnosci. Ponadto, mozli-
we bylo zbadanie zwiazkow migdzy poszczegdlnymi warunkami — okreslenie,
czy sa one od siebie zalezne, czy tez niezalezne.

Celem dalszych analiz bylo wyodrgbnienie podzbioru klas, nieopisanego
przez klasyczne warunki, dla ktérych nie wystepuje paradoks. Dla wszystkich
klas sprawdzone zostato, czy naleza do nich rozktady, dla ktoérych zasada zwy-
ktej wigkszosci wyznacza nieprzechodnig preferencj¢ spoleczna, czy tez wy-
lacznie takie, dla ktorych rozwiazanie jest racjonalne. Kazda z klas zawiera
nieskonczona liczbe rozktadow i aby mozna bylo stwierdzi¢, w przypadku
kazdej z nich, czy metoda zwyklej wigkszosci moze wyznaczy¢ nieprzechod-
nig relacje, nalezato dokona¢ redukcji preferencji. Redukcja ta odbywata sig na
poziomie rozktadow, a nie na poziomie klas. Znajac mechanizm dziatania me-
tody zwyktej wigkszosci, mozna nieskonczenie wielki zbidr rozktadéw podzie-
li¢ na skonczona liczbg podzbiordéw, ktorych struktura jest istotna z punktu
widzenia rozwazanego problemu, tzn. preferencja spoteczna wyznaczona dla
rozktadow nalezacych do jednego podzbioru jest taka sama. Do wykonania
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tego zadania wykorzystane zostaly wyniki uzyskane przez S. Slutskiego
(1977). Slutsky zaproponowal nastepujaca definicj¢ rozktadow rownowaz-
nych:

Dwa rozktady w zbiorowosciach S;1.S,, gdziei € §;,j € S, sa rOwnowaz-
ne, jesli:

Va,b e{x, y,z} N(aP;b)—N(b P;a)=N(a P;b)— N P; a).
To samo mozna wyrazi¢ za pomoca czgstosci (P):
Va,b e{x, y,z} P(aP;b)—P(bP;a)=PlaP;b)—P(P;a)

Rozktady rownowazne maja t¢ wlasnosc¢, ze preferencja spoteczna, wyzna-
czona przez zasade zwyklej wiekszosci, jest taka sama dla kazdego z nich''.

Aby sprawdzi¢, dla ktorych rozktadow zasada zwyktej wigkszosci wyzna-
cza przechodnig preferencje spoteczna, mozna analizowac¢ tylko rozklady skta-
dajace si¢ z mocnych preferencji. Dla kazdego rozktadu zawierajacego indyfe-
rencj¢ na jakiej$ parze alternatyw, istnieje rozktad rownowazny, ztozony wy-
facznie z mocnych preferencji. Indyferencja na parze alternatyw jest rowno-
wazna z dwiema mocnymi preferencjami przeciwnymi na tej parze.
Jesli w uporzadkowaniu preferencyjnym indyferencja wystapita z czgstos-
cia ¢, to kazda ze ,skladajacych si¢ na nig” mocnych preferencji wystepuje
z czestoScia t/2.

Mozliwych jest 6 mocnych uporzadkowan preferencyjnych, w ktorych nie
wystepuje indyferencja:

pl xyz
p2 xzy
p3 yvxz
pd yzx
py zxy

p6 zyx
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Mozna nimi zastapi¢ kazda z preferencji zawierajacych indyferencjg:

preferencje 2 jedna pary rownowaznych mocnych preferencji:

indyferencja:
p7 X y-z — pl xyz p2 xzy
PS8 y X-z — pd yzx p3 yvxz
pY zZ Xx-y — pS zxy p6 zyx
pl0 x-y z — pl xyz p3 yxz
pll X-zy — pS zxy p2 xzy
pl2 y-z X — pd yzx p6 zyx

Sze$¢ mozliwych mocnych uporzadkowan preferencyjnych, w ktorych nie
wystepuje indyferencja, mozna podzieli¢ na trzy pary preferencji przeciwnych.
Trzy preferencje, bedace pierwszymi elementami tych par, to preferencje
z profilu Condorceta, dla ktorego metoda zwyklej wigkszosci wyznacza cy-
kliczna preferencje spoteczna (nazwijmy je preferencjami tworzacymi cykl I).
Drugie elementy przeciwnych par, to preferencje tworzace profil analogiczny
do profilu Condorceta (preferencje tworzace cykl II).

cykl I cykl 1T
Ipara pl xyz - p6 zyx
ITpara p4 yzx - p2 xzy
Ilpara p5 zxy - p3 yxz

Redukcja zaproponowana przez Slutskiego polega na eliminacji parami
0s6b o preferencjach przeciwnych. Jesli rozklad ztozony jest z pary przeciw-
nych preferencji, a czgsto$¢ kazdej z preferencji nalezacych do pary jest taka
sama, zasada zwyklej wigkszosci wyznacza spoleczng indyferencje¢ na trojce
alternatyw. Mozna wigc z dowolnego rozkladu usunac¢ pary osob o przeciw-
nych preferencjach i uzyskany w ten sposob uproszczony rozktad bgdzie row-
nowazny z pierwotnym.

Rozktad zredukowany to taki, z ktérego juz nie mozna usuna¢ zadnej pary,
tzn. nie wystgpuja w nim przeciwne mocne uporzadkowania preferencyjne.
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Moze on sktada¢ si¢ maksymalnie z trzech uporzadkowan — po jednym
z kazdej z przeciwnych par. Istnieje tylko 27 zredukowanych w ten sposéb
typow rozktadow. Zostaly one wymienione w tabeli 8. Preferencje sktadajace
si¢ na jeden typ moga wystgpowac¢ w dowolnych proporcjach.

Tabela 8. Typy zredukowanych rozktadow preferencji

Numer #ypu . .
Preferencja spoteczna jest
zredukowanego Preferencje tworzace zredukowane rozktady .
przechodnia:
rozktadu

1 po redukcji nie zostaty zadne preferencje Zawsze

11 P ] x vz zawsze

111 p2 X zy zawsze

v p3 yxz zawsze

Vv p4d yzx Zawsze

VI pS zxy zawsze

VII p6 zy x zawsze

VIII pl xyz p4 yvzx gdy jedna z preferencji ma czgstos¢ > %2
IX pl xyz pS zxy gdy jedna z preferencji ma czestosé > %
X p4d yzx pS zxy gdy jedna z preferencji ma czgstos¢ > %2
XI p6 zyx p2 xzy gdy jedna z preferencji ma czgstos¢ > /2
XII po6 zyx p3 yxz gdy jedna z preferencji ma czgstosé > %
XIII p2 xzy p3 yvxz gdy jedna z preferencji ma czgstosé > %2
X1V pl xyz p2 xzy zawsze

XV pl xyz p3 yvxz zawsze

XVI p4d yzx p6 zyx zawsze

XVII pd yzx p3 yvxz zawsze

XVIIT pS zxy p6 zyx zawsze

XIX pS zxy p2 xXzy zawsze

XX pl xyz p4 yvzx p3 yvxz zawsze

XXI pl xyz p2 xzy pS zxy zawsze

XXII po6 zyx p4d yzx pS zxy zawsze

XXIIT pS zxy p6 zyx p2 xzy zawsze

XXIV pd yvzx p6 zyx p3 yxz zawsze

XXV pl xyz p2 xzy p3 yvxz zawsze

XXVI pl xyz p4 yzx pS zxy gdy jedna z preferencji ma czestosé >
XXVIL p6 _zy x p2 xzy p3 yxz 2dy jedna z preferencji ma czgstos¢ > %

Dla kazdego ze zredukowanych w ten sposéb typow rozktadéw mozna
okresli¢, czy wyznaczona preferencja spoteczna bedzie przechodnia. Jesli po
redukcji nie zostaty zadne preferencje — metoda zwyktej wigkszosci wyznaczy
dla takiego rozktadu spoteczng indyferencjg na trojce alternatyw. Jesli zostata
jedna preferencja — bedzie ona, zgodnie z ta metoda, preferencja spoteczna.
Jesli natomiast w rozktadzie pozostaty dwie albo trzy preferencje, nalezace do
tego samego cyklu, spoteczna relacja bedzie przechodnia tylko, gdy jedna
z tych preferencji wystepuje z czgsto$cia wigksza niz 7. Jesli preferencje w
zredukowanym rozkladzie naleza do przeciwnych cykli, wyznaczone rozwia-
zanie bedzie przechodnie. Dla typow rozktadow od VIII do XIII oraz XXVI
i XXVII zasada zwyktej wigkszosci moze prowadzi¢ do nieprzechodniosci
spolecznej relacji preferencji, w tym w przypadku dwoéch ostatnich typow, je-
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sli kazda z preferencji wystapi z jednakowa czgstoscia, po redukcji rozktad
bedzie miat strukture identyczng z rozktadem Condorceta (str. 9) i wyznaczo-
nym dla niego rozwiazaniem bedzie jeden z cykli (ze str. 29).

Przedstawiony powyzej sposob redukcji preferencji, pozwalajacy na okre-
slenie, czy metoda zwyklej wigkszo$ci wyznacza racjonalne, czy nieracjonalne
rozwiazanie, dotyczyt rozktadow preferencji. Aby mozna byto wykona¢ anali-
zy na poziomie klas, a nie rozkladow, nalezato analogicznie, w kazdej klasie,
zastapi¢ preferencje zawierajace indyferencje para mocnych preferencji'?. Na-
stgpnie trzeba byto rozwazy¢ wszystkie mozliwe proporcje czgstosci wystepo-
wania przeciwnych preferencji, dokonac¢ ich redukcji i okresli¢, ktore z 27 roz-
ktadow wymienionych w tabeli 8 moga do danej klasy nalezec.

Mowiac $cisle, wystarczylo rozwazy¢, w przypadku kazdej z klas, czy mo-
ze naleze¢ do niej ktory$ z 8 rozkladow, dla ktorych zasada zwyklej wigkszo-
$ci wyznacza nieprzechodnia preferencj¢ spoteczna (tzn. ktorys z 8 rozktadow
wyroznionych w tabeli 8). Dzigki temu mozna bylto okresli¢, ktore z klas skta-
daja si¢ wylacznie z rozkladow, dla ktorych zasada wyznacza racjonalne roz-
wigzanie.

W ostatnim etapie rozwiazanie to zostalo zestawione z informacja o spet-
nianiu badz niespetnianiu kazdego z klasycznych warunkéw ograniczajacych
zbior mozliwych preferencji.

Baza danych i plik z procedurami do analiz znajduje si¢ na stronie:
http://stat.is.uw.edu.pl/zzw_aneks

Przypisy

I Zwrotnosé tej relacji oznacza, ze zadna alternatywa nie jest gorsza od siebie samej:
V xed : xRx. Wymaganie spdjnosci jest spelnione, gdy relacja R; zachodzi migdzy kazda
para alternatyw: V x, yeA: xRy V yRx. Przechodnios¢ oznacza, ze jesli alternatywa x jest
przynajmniej tak dobra jak y i jednoczesnie y jest przynajmniej tak dobra jak z, to alternaty-
wa x musi by¢ przynajmniej tak dobra jak z: V x, y, z € 4 : (xRy N\ yRiz) — xR;z. Racjonalna
relacja mocnej preferencji P;, ktora jest czgscia racjonalnej preferencji R; jest przechodnia
i antyzwrotna (zadna alternatywa nie jest lepsza od siebie samej): V x €4 : ~ (xPx), a rela-
cja indyferencji /; — zwrotna i przechodnia. Relacja indyferencji jest symetryczna, a wigc jest
relacja rownowaznosci.
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2 Gdy na podstawie preferencji indywidualnych dokonuje si¢ wyboru najlepszej alternatywy
(lub podzbioru najlepszych alternatyw), mamy do czynienia z funkcjq spotecznego wyboru.
Za ,najlepsze alternatywy” uznawane bgda alternatywy optymalne — w poréwnaniu parami
nie gorsze od zadnej alternatywy. Jesli jakas metoda jest funkcja spotecznego dobrobytu,
mozna na jej podstawie skonstruowac funkcje spotecznego wyboru. Od funkcji spotecznego
wyboru wymaga si¢ jednak mniej: spoteczna preferencja nie musi by¢ przechodnia, wystar-
czy, ze bedzie zwrotna, spojna i acykliczna. Warunek acyklicznosci jest spetniony rowniez
wtedy, gdy alternatywa x jest lepsza od y, y jest lepsza od z, a x jest uznana za roéwnie dobra
jak z (tzn. xPy, yPz, xIz). Warunek ten nie dopuszcza jedynie wystapienia cyklu na mocnych
preferencjach (np. xPy, yPz, zPx). Czgsto rozwazany jest takze mocniejszy warunek quasi-
przechodnio$ci. Warunek ten wymaga, by przechodnia byla relacja mocnej preferencji
(dopuszcza nieprzechodnio$¢ indyferencji). Jesli preferencja jest przechodnia, jest rowniez
quasi-przechodnia, a jesli jest quasi-przechodnia — jest tez acykliczna

3 Zadna z alternatyw nie jest rowniez alternatywa optymalna. W zwiazku z tym, metoda
zwyklej wigkszosSci nie jest funkcja spotecznego wyboru.

*Dla uproszczenia przyjgte zostato, ze kazde z uporzadkowan tworzacych klasg¢ musi miec¢
czestos¢ wieksza od zera.

> Wprowadzone rozréznienie warunkéw na warunki typu R oraz typu K nie jest tozsame
z zaproponowanymi przez Pattanaika definicjami warunkow I i II typu (Pattanaik, 1971).
Warunki Pattanaika nie odnosza si¢ do zbioru konkretnych rozktadow (jak to jest w przy-
padku warunku typu R). Warunek typu K oznacza to samo co u Pattanaika warunek typu I,
tzn. odnosi si¢ do roztacznych klas rozktadow rozumianych w taki sposob, ze do jednej
klasy naleza wszystkie rozklady, w ktorych wystepuja z niezerowa czestoscia takie same
indywidualne preferencje. Warunek typu II jest jeszcze bardziej ogélny. Mozna powiedzie¢,
ze rowniez jest naktadany na klasy, ale nieroztaczne, poniewaz rozumiane nieco inaczej —
nie ma tu wymagania niezerowej czgstosci, tak wige w rozktadach tworzacych jedna klasg
pewne preferencje okreslajace klas¢ moga nie wystgpowac. Innymi stowy, do jednej klasy
naleza wszystkie rozktady, w ktorych nie wystgpuje okreslony zestaw preferencji indywidu-
alnych, a preferencje spoza tego zestawu moga wystepowac z dowolnymi, rowniez zerowy-
mi, czgstosciami sumujacymi si¢ do jednosci.

% Na rysunku 3. punkt idealny wyborcy 2. pokrywat si¢ z punktem $rodkowym x|z

7 Preferencja p/3 (indyferencja na wszystkich trzech alternatywach) bytaby dopuszczalna
dla niektorych umiejscowien punktu idealnego, tylko gdyby przynajmniej dwie alternatywy
zajmowaty dokladnie t¢ sama pozycje. Sytuacja ta jest rownowazna z dokonywaniem wybo-
ru migdzy dwiema alternatywami.

8 Przynajmniej potowa wyborcow ma punkty idealne znajdujace si¢ na lewo i przynajmniej
polowa wyborcow ma punkty idealne znajdujace si¢ na prawo od punktu idealnego $rodko-
wego wyborcy. W przykladzie przedstawionym na rysunku 3, punktem idealnym $rodkowe-
go wyborcy jest punkt w, — znajduje si¢ pomigdzy punktami idealnymi pierwszego i trzecie-
go wyborcy.

° Twierdzenie Blacka mowi jedynie o istnieniu alternatywy najlepszej (rowniez jest warun-
kiem wystarczajacym typu K).

10 Osoby indyferentne na catej trojce alternatyw nie maja wptywu na uporzadkowanie spo-
teczne tej trojki. Mozna wiec byto nie uwzgledniaé ich w analizach. Zbior liczyt 2 - 1 =
4095 elementow.



Marta Kuc 33

" Jesli do rozkladu dotaczymy grupg osob indyferentnych wobec wszystkich alternatyw lub
wykluczymy z niego taka grupg — uzyskany rozktad bedzie rownowazny z rozktadem pier-
wotnym.

"2 Trzeba byto okresli¢, na przyktad, czy preferencja pI wystgpowala z czgstoscia wigksza,
réwna czy mniejsza niz preferencja p6.
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