DECYZIJE nr 5 czerwiec 2006
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Streszczenie: Artykut analizuje problem racjonowania, czyli podziatu pojedynczego,
jednorodnego i doskonale podzielnego dobra pomiedzy agentéw o réznych cechach, zwa-
nych typami. Jesli typ agenta jest dodatniq liczhg rzeczywistq (interpretowang np. jako
Jroszezenie” agenta), twierdzenie Younga mowi, ze przy zalozeniu cigglosci, metoda ra-
cjonowania jest spojna i symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy posiada reprezentacje
w postaci ciqglej funkcji parametrycznej. Twierdzenie to zostato uogélnione w niniej-
szym artykule na wszystkie osrodkowe przestrzenie typéw. Kolejne wyniki charakteryzujq
wszystkie, nie tylko ciqgle, metody parametryczne oraz podajq proste kryterium rozstrzy-
gajqce, kiedy metoda binarna (zdefiniowana jedynie dla dwéch agentow) moze by¢ roz-
szerzona do spéjnej metody zdefiniowanej dla dowolnej liczby agentéw. Oméwione jest
tez zastosowanie do wielowymiarowego problemu bankructwa, ilustrujgce korzysci z uogél-
nienia twierdzenia Younga.

Stowa kluczowe: racjonowanie, alokacja, bankructwo, wybér spoleczny, sprawiedli-
wy podzial.

Wprowadzenie

Istotg problemu racjonowania jest podzial pojedynczego, jednorodnego dobra lub
obcigzenia pomiedzy dwoch lub wiecej agentéw. Dobro moze by¢ podzielne lub do-
stepne jedynie w ,kawatkach”. Tlo§¢ dobra, ktére ma otrzymaé agent lub, ogdlniej,
zbiér wszystkich alokacji, mogg by¢ ograniczone. Cechy agenta - jego typ — moga
obejmowac jego roszczenie (reprezentowane przez liczbe dodatnia), wektor roszczen

* Podziekowania: Barbara Kataneksza, Grzegorz Lissowski, Francis Lovett, Marcin Malawski, Michael Maschler,
Hervé Moulin, Monika Nalepa, Piotr Swistak, Peyton Young, anonimowi recenzenci oraz redaktor Games and
Economic Behavior pomogli poprzez swoje komentarze ulepszy¢ tekst. Wersja oryginalna artykutu ,Parame-
tric Rationing Methods” zostata opublikowana w Games and Economic Behavior, 2006, vol. 54(1): 115-133.

" Department of Political Science i Institute for Mathematical Behavioral Science, University of California, 3151
Social Science Plaza, Irvine, CA 92697-5100, U.S.A.; email: marek. kaminski@uci.edu; tel 9498242744; fax
8018805878.

DECYZJE NR 5/2006



PARAMETRYCZNE METODY RACJONOWANIA

réznych typow, zapis jego potrzeb lub zastug, funkcje uzytecznosci lub najbardziej po-
zgdang wielko$¢ dobra.

Przykladéw racjonowania ze zlozonymi cechami agentéw jest mnéstwo. W sytu-
acjach podziatu spadku, bankructwa lub likwidacji firmy, pewien majatek musi zostaé
rozdzielony pomiedzy dtuznikéw, spadkobiercéw lub akcjonariuszy. W wyborach par-
lamentarnych z ordynacja proporcjonalng mandaty muszg najpierw zosta¢ podzielone
pomiedzy okregi wyborcze, a nastepnie pomig¢dzy partie w okregach. Podczas niedo-
boréw czasu wojny lub w gospodarkach centralnie planowanych racjonowaniu moze
podlega¢ benzyna, mieso, cukier czy mleko. Podczas prywatyzacji poprzez gielde
udzialy w prywatyzowanej firmie mogg zosta¢ przyznane zainteresowanym inwesto-
rom, pracownikom firmy lub nawet wszystkim obywatelom kraju. Podczas restytucji
mienia lub reprywatyzacji poprzedni wlasciciel lub wlasciciele mogg otrzymac rekom-
pensate. W przedsiebiorstwie czas pracy moze zosta¢ podzielony pomiedzy pracowni-
kéw z réznymi preferencjami wzgledem odpoczynku i pracy. W klubach i spétkach
koszty, a czasem réwniez i zyski, alokowane sg pomiedzy czlonkéw i wspdélnikow.
Wreszcie jednym z najwazniejszych probleméw racjonowania jest podziat podatkéw
pomiedzy rézne kategorie podatnikéw oraz zaprojektowanie budzetu panstwa.

Niniejszy artykut rozwija wyniki Younga (1987) z jego klasycznego studium cha-
rakteryzujacego szczegdlnie interesujace rozwigzania problemu racjonowania - takie,
ktére mogg by¢ reprezentowane przy pomocy funkcji parametrycznej. Metoda racjo-
nowania jest parametryczna, jesli kazdemu typowi mozna przyporzadkowaé funkcje
okreslajaca jego wzgledny udzial dla wszystkich mozliwych pozioméw dostepnosci
dobra. Dla problemu roszczen, tzn. dla typéw bedacych dodatnimi liczbami rzeczywi-
stymi, Young udowodnil, Ze ciaggle metody parametryczne sg identyczne z cigglymi
metodami, ktére spelniajg proste aksjomaty symetrii i spdjnosci. Okazuje sie, ze ta
charakteryzacja moze zosta¢ uogélniona do praktycznie wszystkich probleméw racjo-
nowania, tzn. takich, w ktérych typy agentéw sg elementami o$rodkowej przestrzeni
topologicznej (na przyklad takiej, jak R, R, lub niektére przestrzenie funkcji uzytecz-
nosci lub relacji preferencji z odpowiednig topologig). Drugi z wynikéw artykutu pre-
cyzuje role aksjomatu cigglosci. Metoda jest parametryczna wtedy i tylko wtedy, gdy
jest symetryczna i spéjna oraz gdy istnieje osrodkowa topologia na przestrzeni typow
taka, ze metoda jest ciggla w tej topologii. Wreszcie ostatnim rozwazanym pytaniem
jest: kiedy metoda racjonowania zdefiniowana dla par agentéw moze by¢ rozszerzo-
na do spéjnej metody zdefiniowanej dla dowolnej liczby agentéw? Artykul prezentuje
proste kryterium istnienia takiego sp6jnego rozszerzenia.

Plan pracy jest nastepujacy: w czesci ,Model” wprowadzone zostaja formalnie po-
jecia ogdlnego problemu racjonowania oraz podane konkretne przyktady. W czgsci
,Metody racjonowania” zdefiniowane sg metody racjonowania, podstawowe aksjoma-
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ty oraz reprezentacja parametryczna. Dalej przedstawione sg wyniki. W czesci , Zasto-
sowania” przedyskutowano zastosowanie wynikéw do amerykanskiego prawa ban-
kructwa. Wszystkie dowody znajdujg sie w Dodatku.

Model!

Kazdy konkretny nieograniczony model racjonowania jest trdjka obiektéw
(&,T,max) takich, ze: & ={1,2,...} jest zbiorem liczb naturalnych oznaczajacych etykie-
ty lub nazwy potencjalnych agentéw. Poniewaz zbiér X pozostaje niezmieniony we
wszystkich modelach rozwazanych w tym artykule, bedziemy dalej pomijac¢ go w opi-
sie. T, przestrzen typoéw, jest strukturg relacyjna, tzn. niepustym zbiorem ze zdefinio-
wanymi relacjami, podzbiorami elementéw, etc. W najwazniejszych wynikach T be-
dzie przestrzenig topologiczng lub o$rodkowg przestrzenig topologiczng. Agent jest
identyfikowany z parg {i,t}, lub ¢, gdzie i € X jest nazwg agenta, za$ ¢ € T jego typem.
Bez utraty ogélnosci mozemy utozsamia¢ nazwe agenta i z samym agentem ¢, Réw-
niez ,typ " bedzie dalej rozumiany jako ,typ agenta i".

Funkcja max: T — R, . U {+eo} przypisuje maksimum (liczb¢ dodatnig lub plus nie-
skonczono$¢) ilosci dobra, ktérg moze otrzymac agent danego typu. Kiedy max(t) = +<o,
oznacza to, ze zadnych ograniczen a priori nie ma. Wyniki niniejszego artykulu pozosta-
ja prawdziwe réwniez wtedy, gdy dopuszczalne sg roszczenia lub maksima zerowe. Typ
agenta przekazuje zobiektywizowang informacje kluczowg dla danego problemu racjo-
nowania, tzn. zawiera cechy lub wlasciwosci agenta, ktére sa brane pod uwage. Zbio-
rem typéw T moze by¢ R, R, zbiér liczb naturalnych, rodzina rzeczywistych funkcji uzy-
tecznos$ci lub preferencji unimodalnych (single-peaked), przestrzen zawierajgca elemen-
ty r6znych przestrzeni opisanych powyzej, a takze dowolna przestrzen topologiczna. Po-
jedynczy typ oznaczony jest przez t.

Wektor typoéw 7indeksowany przez nazwy agentéw z J jest elementem T7, gdzie J ¢ &
jest interpretowane jako niepusty i skoniczony podzbiér agentéw, ktorzy moga pojawic sie
w dowolnym rzeczywistym problemie racjonowania. Jego sktad i wielko§¢ mogg by¢ réz-
ne. Zbior wszystkich takich wektoréw jest oznaczany poprzez X =, cy geex, I~ - Dalej
zbiér J bedzie oznaczal zbiér agentéw odpowiadajgcych wektorowi 7. Uogélniony pro-
blem racjonowania, lub po prostu problem, jest para (t;g) € xR, taka, ze g < Zmax(t,) jest
iloscig dobra dostepng do podziatu pomigdzy agentéw.

Zbiér wszystkich probleméw mozliwych do skonstruowania w modelu ( ¥, T,max)
jest oznaczany przez IT. Dowolny podzbiér wlasciwy modelu nieograniczonego defi-

! Przyjmuje nastgpujace oznaczenia: R = {(x',..,x")e R": x'20}; R}, =R} —{(0,..,0)}, x, jest wektorem ze
wspdlrzgdnymi indeksowanymi przez elementy ze zbioru J.
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niuje model ograniczony. Naturalne ograniczenia pojawiaja sie w kontekscie modelu
nadwyzki (cata ilo$¢ dobra przekracza sume wkiadu agentéw) lub podzialu manda-
tow (dobra sg dostepne jedynie w catych jednostkach). O ile ograniczenie nie zostanie
wprowadzone wprost, pod pojeciem ,model racjonowania” bedziemy rozumie¢ mo-
del nieograniczony.

Obecny model uogdlnia podejscia Younga (1994) i Kaminskiego (2000). ,Proble-
my kompensacji” z typami definiowanymi przez ,handicapy”, podobne do probleméw
racjonowania rozpatrywanych w niniejszym artykule, studiowal Fleurbaey (1994,
1995). Thomson (1995) i Moulin (2001) dokonuja przegladu literatury dotyczacej kon-
kretnych modeli racjonowania.

W najprostszym problemie roszczert kazdy agent posiada roszczenie lub wierzytel-
no$¢ reprezentowane przez dodatnig liczbe rzeczywista, za$ faczna ilo$¢ dobra do po-
dzialu nie wystarcza do zaspokojenia wszystkich roszczen (O'Neill, 1982; Aumann i Ma-
schler, 1985; Young, 1987). Interpretacje empiryczne problemu roszczeri obejmuja
m.in. bankructwo, spadek i podatki (z zalozeniem, ze taczna suma podatkéw jest stata).

Przyktad 1: Roszczenia: T = R, max(t) = t.

++

W problemie podziatu nadwyzki nie ma ograniczen na ilo§¢ dobra, ktére moze
otrzymac agent (Moulin, 1985). Celem jest przydziat udzialéw we wspélnym przedsie-
wzieciu na bazie wkladu partneréw lub ich utraconych korzysci. W naturalnej wersji
tego modelu g > X ¢, oraz g >t, moga zosta¢ przyjete jako ograniczenia reprezentujace
zalozenie, ze mamy do czynienia z nadwyzkg (zyskiem) i kazdy dostaje nie mniej, niz
wyniost jego wkiad.

Przyktad 2: Nadwyzka: T = R, max(t) = +ee.

+47

W rzeczywistych problemach bankructwa charakterystyki prawne wierzycieli sa
bardziej zlozone niz pojedyncze roszczenia i moga by¢ lepiej reprezentowane przez
wektory liczb nieujemnych, z tagcznym roszczeniem danego wierzyciela réwnym su-
mie wspélrzednych wektora roszczen czastkowych (Kaminski, 2000). Roszczenia sg
przypadkiem szczegdlnym tego modelu.

Przyktad 3: Roszczenia wielowymiarowe: T = R dlat=(H,.t}) max(f) = Zf.:ltj )

++7

DECYZJE NR 5/2006



Marek M. Kaminiski

Likwidacja firmy uogélnia zaréwno problem roszczen wielowymiarowych, jak po-
dziatlu nadwyzki. W tym przypadku likwidowane przedsiebiorstwo niekoniecznie jest
w upadto$ci i oprécz wierzycieli w kolejce do podziatu czekajg akcjonariusze, ktérych
roszczenia nie sa a priori ograniczone.

Przyklad 4: Likwidacja: T =R*"", dla t = (¢,....t5("1), max(¢) = {z-l;ltj dla tiﬂl =0
+oo  dlat"™ >0
Charakterystyki agentéw w modelu racjonowania mogg réwniez zawiera¢ zlozo-
ng informacje nienumeryczng. W modelu przypisania obowigzkéw czas pracy jest po-
dzielony pomiedzy pracownikéw o identycznej produktywnosci, o potencjalnie réz-
nych preferencjach wzgledem pracy i odpoczynku (Sprumont, 1991). Typem pracow-
nika jest jego unimodalna (single-peaked) relacja preferencji R c R?2, tzn. relacja bi-
narna R taka, ze (i) R jest przechodnia i spdjna; (ii) istnieje takie p € R, Ze dla dowol-
nych x,y € R, takich ze x <y <p lub p <y < x, zachodzi yRx i nie zachodzi xRy.

Przyklad 5: Przydziat obowiqzkéw z preferencjami unimodalnymi: T=%R={RcR>: R
jest unimodalna}, max(R) = +o.

W ostatnim przyktadzie typy sg interpretowane jako funkcje uzyteczno$ci agen-
tow, za$ celem jest alokacja dobra w oparciu o uzyteczno$ci agentéw (Young, 1994).

Przyktad 6: Racjonowanie utylitarystyczne: T' = {u: R, — R takie, Ze u jest ciggta i Sci-
Sle rosngca}, max(u) = +eo,

Warianty dwéch ostatnich modeli powstajg przy rozpatrywaniu preferencji anty-
unimodalnych (single-dipped) (Klaus i in., 1997) oraz przy zawezeniu przestrzeni ty-
p6w do funkcji uzytecznosci wklestych lub $cisle wklestych (Kaminski, 2000).

Przyktady 1-6 dokumentuja réznorodno$¢ przestrzeni typéw, ktére moga zawie-
ra¢ informacje istotng dla racjonowania. Podczas gdy roszczenia sg modelem kano-
nicznym, rzeczywiste, bardziej skomplikowane problemy racjonowania mozna czesto
lepiej przedstawi¢ z uzyciem innych przestrzeni niz dodatnie liczby rzeczywiste. W pro-
blemie podzialu mandatéw do amerykanskiej Izby Reprezentantdw typ stanu jest zde-
finiowany przez konstytucje amerykanska jako liczba jego obywateli, bedgca liczbg
naturalng (Balinski i Young, 1978, 1982; réwniez, w kontekscie zaokraglania czastko-
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wych alokacji, patrz Balinski i Ramirez, 1999). W problemie podatkéw ,dochéd pod-
legajacy opodatkowaniu” jest pojedyncza liczbg reprezentujgca mozliwosci platnicze
agenta, ale okreslenie tej liczby jest samo w sobie istotng decyzja spoleczng opartg na
skomplikowanej informacji liczbowej i innej dostarczonej przez podatnika. Wreszcie
przyktadem ograniczen prostego modelu roszczen jest prawo upadto$ciowe z najwaz-
niejszymi kategoriami roszczen obejmujacymi roszczenia zabezpieczone, niezabez-
pieczone, podatki, wydatki syndyka, oraz z leksykograficznym przydzialem prioryte-
toéw pomiedzy te kategorie (patrz ,Zastosowania”).

Metody racjonowania

Do centralnych zagadnien racjonowania nalezy znalezienie ,najlepszej” metody
lub scharakteryzowanie rodziny metod o wlasciwosciach pozadanych przy danej in-
terpretacji empirycznej modelu. Charakterystyki takiej mozna dokonaé na dwa rézne,
opisane ponizej, sposoby. Aksjomaty moga reprezentowaé ,pozadane” wlasciwosci
metody, za$ funkcja parametryczna dostarcza jej zwiezlej i konstruktywnej definicji.

Definicje

Wektor y=(g,), € R jest alokacja dla (7g) jesli Zg, = g oraz 0 <g, <max(t) dla
wszystkich i € J.2 Metoda alokacji jest funkcjg F: TT— U,y ocex, R’ Przypisujaca
kazdemu problemowi (7;g) € IT alokacje. Zatem wartoscig F(7g) jest wektor F(tg)),.

Przyktady najbardziej znanych metod roszczen (tzn. zdefiniowanychdlaT =R _ )
sg podane ponize;.

Definicja: Rowny podziat z ograniczeniem (Constrained Equal Award):
CEA(tg), = min{t,A}, gdzie A € R jest takie, ze X, min{t,A} = g.
Réwna strata z ograniczeniem (Constrained Equal Loss):

CEL(7;g). = max{0;t, + A}, gdzie A € R jest takie, ze X, max{0,t, + A} = g.

Pod7iat nronorcionalnv (Proportional Method):
PR(t:g), =g =
hY

th

2 Herrero i in. (1999) rozpatruja model, w ktérym 0 > g,. Recenzent niniejszego artykutu dla ,Games and Econo-
mic Behavior” postawit interesujacy problem otwarty: w jaki sposéb wyniki moglyby zosta¢ zmodyfikowane
przy tak ostabionych zalozeniach dotyczacych alokacji.
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Podziat talmudyczny Aumanna-Maschlera (Talmudic Aumann-Maschler's Method):
AM (z;g), = {gzl(%r;.g)i I I dag = %ZJ k.
GTg—324) tytdlag>23 1
Metoda proporcjonalna zostata wprowadzona formalnie przez O’Neilla (1982)
w kontekscie bankructwa i spadku; CEA, CEL i AM zostaly wprowadzone przez Au-
manna i Maschlera (1985). CEA przypisuje kazdemu réwng ilo$¢ dobra, jednak nie
wiecej, niz wynosi roszczenie agenta. Jej odbicie zwierciadlane, CEL, dzieli réwno
straty przy zalozeniu, ze nikt nie traci wiecej niz wynosi jego roszczenie. Wreszcie me-
toda AM, opisana czeSciowo w Talmudzie, jest identyczna z metoda CEA operujaca na
wektorze 17 kiedy warto$¢ majatku nie przekracza polowy sumy roszczen; w prze-
ciwnym przypadku, nadwyzka ponad 13,¢, jest dzielona identycznie, jak CEL ope-
rujaca na wektorze 7. W problemie opodatkowania CEA, CEL i PR reprezentujg od-
powiednio podatek pogléwny, wyréwnujacy oraz liniowy (Young, 1987). Oprécz po-
wyzszych metod mozna zdefiniowac wiele innych, réwniez intuicyjnych (patrz Herre-
roiin., 1999; Moreno-Ternero i Villar, 2001). CEA, CEL i AM mozna tatwo zdefinio-
wa¢é dla dowolnych przestrzeni typéw zastepujac w ich definicjach ¢, i ¢, poprzez
max(t,) i max(t,). Inne metody wykorzystuja informacje specyficzng dla przestrzeni ty-
p6w bardziej zlozonych, niz roszczenia.

Aksjomaty

Dla zilustrowania rozwazanych ponizej aksjomatéw postuzmy si¢ nastepujacym
przyktadem. Wydzial uniwersytetu dokonuje rozdzielenia dorocznych podwyzek ptac
pomiedzy wyktadowcéw w taki sposéb, ze niewazona $rednia wszystkich podwyzek
jest rowna 3%. Mozemy przedefiniowac te metode jako problem alokacji 3n procentéw
pomiedzy n pracownikéw. Po dostarczeniu typéw pracownikéw do odpowiedniego ko-
mitetu — w postaci aktualnych cv i innych dokumentéw - to samo pytanie odzywa co
roku: Jakie podstawowe wlasnosci powinna miec¢ kazda metoda ustalania podwyzek?
(Powyzszy opis przedstawia rzeczywistg metode przydzielania podwyzek na poprzed-
nim uniwersytecie autora, w tym réwniez, niestety, trzyprocentowe ograniczenie.)

Aksjomat Symetrii méwi, ze agenci tego samego typu powinni otrzymac identycz-
ne podwyzki. Zatem pracownicy o identycznych osiggni¢ciach powinni otrzymac
réwne procentowo podwyzki.

Symetria: Metoda F jest symetryczna, jesli dla wszystkich problemow (1,g) € Iz réwno-
scit, = t;dla pewnych 1,1, € Twynika F(tg); = F(7g).
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Spéjno$¢ metody méwi, co sie stanie, gdy zmniejszymy wektor agentéw (Harsa-
nyi, 1959; Balinski i Young, 1982; Aumann i Maschler, 1985; patrz przeglady literatu-
ry Maschlera, 1990 i Thomsona, 1996)°. Zal6zmy, Ze niepusty zbior agentow I, beda-
cy podzbiorem J, otrzymat tacznie ZF(7g). dobra. Spdjnos¢ wymaga, aby po zmniej-
szeniu podzbioru agentéw z J do I i zmniejszeniu ilosci dobra do podziatu do ZF(7g),
agenci z I podzielili X F(7;g), pomiedzy siebie doktadnie tak samo, jak uprzednio, kie-
dy podziatu dokonywano w ramach wiekszego podzbioru J. W naszym przykladzie
sp6jnos¢ implikuje np, ze podwyzki ustalone na poziomie uniwersytetu powinny zo-
sta¢ takie same, jak w sytuacji, kiedy identyczna fgczna suma catkowitej podwyzki jest
dzielona na poziomie wydziatu.

Spdjnosé: Metoda F jest spdjna, jesli dla wszystkich probleméw (tg) € ITi dla wszystkich
Icl, %0 F(tg), = F(t;,(LF(tg)).

Spdjnos¢ binarna to stabsza wersja spdjnosci zakladajgca dodatkowo, ze |I| = 2.
Kolejny aksjomat méwi, ze jesli osiagniecia doktora X zblizajg si¢ do osiggni¢é profe-
sora Y, to i poziomy ich podwyzek powinny sie¢ do siebie zblizac.

Cigglos¢: Niech T bedzie przestrzeniq topologiczng. Metoda F jest ciqgla, jesli dla kazde-
go zbioru agentow J i kazdego ciggu problemow (¢%) z tymi agentami, jesli 7 zbie-
ga dotw T’ zas gk zbiega do g w R, wéwczas F(74;g") zbiega do F(t;g) w topologii pro-
duktowej w TV x R.

Trzy aksjomaty opisane powyzej pojawiaja sie rowniez w kontekscie innym niz ra-
cjonowanie (Lensberg, 1987, 1988). Do stosunkowo nieduzej grupy metod, ktére nie
spelniajg jednego lub wiecej z aksjomatéw wymienionych powyzej, naleza: niespdjne
rozwigzanie Kalaia-Smorodinsky’'ego (1975), niesymetryczne metody priorytetowe
(Moulin, 2000), a takze r6zne metody probabilistyczne (Moulin i Stong, 2000).

Reprezentacja parametryczna

Aksjomaty reprezentujg wlasnosci, zazwyczaj pozadane, metod alokacji. Kiedy
zbidr aksjomatéw zostanie ustalony, stajemy przed problemem znalezienia wszyst-
kich metod, ktére spelniajg te aksjomaty. Jednym ze sposobéw rozwigzania tego
problemu jest opis metody przy pomocy parametréw. Trzy z czterech metod rosz-
czen opisanych wczesniej — CEA, CEL oraz AM - zostaly zdefiniowane przy uzyciu
parametru A. Bez uzycia takiego parametru zdefiniowanie metody mogtoby okaza¢
si¢ niezwykle skomplikowane. Ponadto, uzycie reprezentacji parametrycznej
umozliwia nam tatwe sprawdzenie, czy dana metoda posiada pewne wtasnosci (np.

3 Aumann i Maschler (1985) nazywaja te¢ wiasnos¢ ,spojnoscig wewnetrzng” (self-consistency), za$ metode rosz-
czen nazywajg ,spojna”, jesli na parach agentéw pokrywa si¢ ona z metodg AM.
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sp6jnos¢), a takze badanie wrazliwo$ci danej metody na manipulacje poprzez 1a-
czenie lub podziat roszczen (de Frutos, 1999).

Dla dowolnego I1, niech f{t,A): T x[A ., A | = R U {-ooteo}, gdzie A . < A
oraz A

A€ R U {-co+c}. W §lad za definicjg Younga (1987: 400-401), f nazywa-

min’ ““max

my funkcjg parametryczna, jesli dla kazdego ¢,

(a) f{t,2) jest niemalejaca wzgledem A,

(b) f(t,2) jest ciagta wzgledem A dla takich wartosci A, dla ktérych f{1,4) € R,
oraz

(c) fspelia f(t,A . ) = 0 oraz f{t,A ) = max(1).

max’

Postulatem dodatkowym w stosunku do zatozen Younga jest przyjecie, ze
(d) jesli f{t,A) = +eo, to lim_ _, , ft,x) = +eo.

Gdy T jest przestrzenig topologiczng, mozemy réwniez méwic¢ o cigglodci wzgle-
dem typ6w, a takze rozwazy¢ podzbidr wszystkich funkcji parametrycznych ciaggtych
wzgledem obydwu zmiennych. Kazdg taka funkcje f nazywamy ciagla.

Warto zauwazy¢, ze ze wzgledu na (a)-(d), f ma wlasno$¢ Darboux wzgledem A4
oraz ze dla kazdego konkretnego 7 i dla dowolnego (z;g) € II istnieje A, takie, ze
Zfi1,2,) = g. Ponadio, jesli dla jakiego$ innego 4, zachodzi Xf(t,2,) = g, wowczas (a)
implikuje, ze ff. ti,lg) = f(t,A,) dla wszystkich i € J. Zatem funkcja parametryczna f mo-
ze postuzy¢ do zdefiniowania metody F takiej, ze dla dowolnego problemu (z,g) € IT
mozemy wybrac 4, takie, ze:

F(tg), = fit,4) dla wszystkich i € J oraz A, spetnia Zf(1,4,) = g.

Kazda metoda F, dla ktérej istnieje reprezentacja parametryczna, nazywana jest
metoda parametryczng. Metody CEA, CEL oraz AM zostaly zdefiniowane wedlug sche-
matu opisanego powyzej, z uzyciem réznych funkcji parametrycznych zamiast f. Re-
prezentacje parametryczne wymienionych wyzej metod, a takze podzialu proporcjo-
nalnego opisanego wczesniej, mozna prosto przedstawic graficznie (patrz rysunek 1).

Funkcja parametryczna wyznacza dla kazdego typu ¢ ilo§¢ dobra, ktérg ¢ otrzymuje
na wszystkich poziomach dostepnosci dobra. Poziom dostepnosci dla konkretnego pro-
blemu zalezy zaréwno od catkowitej ilosci dobra do podziatuy, jak i od typéw agentow.

Uwaga: kazdq reprezentacje parametryczng f mozna wygodnie znormalizowad, tzn.
znalezé scisle rosngceq i cigglq funkcje W okreslong na przedziale [0,1] takg, ze ¥: [0,1] —
[2 iy o] OTaz W0) = A, V1) =2, atakze:

Dla wszystkich t € T oraz wszystkich A € [0,1], ¥(t,2) := (1, (D).

DECYZJE NR 5/2006



PARAMETRYCZNE METODY RACJONOWANIA

Rysunek 1. Znormalizowane reprezentacje parametryczne czterech metod alokacji roszczen.

() ftA)
3 #(3.4) 3 f31)
) f2) ) f2)
f2) =138.)
f1) : f(1,A)
! 100 = f24) = 3.). /
0 s 1 A 0 A 1 n
(i) CEA (ii) CEL
f(t) ()
3 3 f3.)
) 32 ) f2)
15 m 15 ; fis) /
] : flza) /7 f0)
05 A 05 AN
1(1,0) =i(2,0) = f3.A)
0 A 1 & 0 A 1 &
(iii) PR (iv) AM

Dla uproszczenia oznaczen przyjmujemy konwencje, ze tg(">n) oznacza + o,

(i) Réwny podzial z ograniczeniem (CEA): f{t,A) = mind{t, tg ¥/2An};

(ii) Réwna strata z ograniczeniem (CEL): f{t,0) = 0; dla A #0, f{t,A) = max{0,t + tg Y/2(A + 1)x};

(iii) Podzial proporcjonalny (PR): f{t,A) = At;

(iv) Podzial talmudyczny Aumanna-Maschlera (AM): f{t,A) = min{%/2t, tg Ax} dla A € [0, 0,5];

fit,A) = max{¥%t, t + tgAn} dla A € (0,5, 1].

We wszystkich czterech przypadkach, 4, jest dobrane do problemu (t,1,t;;g) gdzie ¢, = i oraz g = 3. Ilo$¢ dobra
przydzielona agentowi i w takim problemie jest rowna f(7,3).

Na przyktadjesti A, = 0, A, = +co, mozemy uzyc:
W(A) = tgd Ax dla A€ [0,1) i W(1) = +oo,
Kazda metoda roszczen moze by zatem reprezentowana przez funkcje parametrycz-

nq wtedy i tylko wtedy, gdy moze by¢ reprezentowana przez znormalizowang funkcje pa-
rametrycing.

We wszystkich dowodach bedziemy korzysta¢ ze znormalizowanych funkcji para-
metrycznych.
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Twierdzenia Younga o parametryzacji

Young (1987) scharakteryzowat metody parametryczne dla problemu roszczen i nad-
wyzki, tzn. dla T = R, oraz max(t) = t lub max(t) = +eo, przy ograniczeniu, ze g > Xt,
lub, ze F(7g), >t.* Gléwne wyniki Younga, Twierdzenie 1 i 3 z jego artykulu, méwia, ze

Rysunek 2. Znormalizowane reprezentacje parametryczne czterech metod racjonowania dla
réznych przestrzeni typéw

f(tA) f(tA) .
0.2
3 3
/f(3,x
2 f20) 2
f22) = 13, 20
1
1) ] fl(01).2)
0 05 1 A 0 05 1 A
(i) CEA*: T =R, ,, max{t) =1 (ii) PR-PR: T = RZ,
max(i' 1) =t dla 2 =07 +oo dla 2 > 0
() f(tA)
1) = 3A) /
3 ; 3
fia.) 6
15
! A(SJ») . f(1.7)
sl ) ]
I (DRI N (I N
0 05 1 ~ 0 05 1
(iii) UN: T=R, ,, max(t) =t (V) UN:T=R lubT=R_, max(f) = +oo

Dla uproszczenia notacji przyjmujemy konwencje, ze tg(*/2m) oznacza + oo za$ tg(~'/21m) oznacza —es.

(i) Nieciggla parametryczna metoda alokacji roszczen CEA*: dlat = 1, f{t,}) = min {2A,1}; dlat #1, f{t,4) = max
{0, tgl(A~"2)ml};

(ii) Metoda PR-PR dla modelu likwidacji z jednym typem roszczen oraz podzialem nadwyzki (k = 1): f{(¢,2),0) = 0;
dla A #0, fl(t,),A) = min {2A,¢'} + max {0, x tg(A- "5)n};

(iii) Metoda podzialu jednostajnego dla roszczen UN: f(t,4) = min{'t, tghn} dla A € [0, 0,5], f(t,)) = min{t,
max{"at, tg(A-">)n}} dla A e (0,5, 1];

(iv) Metoda podziatu jednostajnego dla przydzialu obowigzkéw z preferencjami unimodalnymi lub modelu podziatu
nadwyzki UN: f{t,3) = min{t, tgAn} dla A € [0, 0,5], f(t,3) = max{t, tg(A- ">)n} dla 1 € (0,5, 1], gdzie w modelu
przydziatu obowigzkéw ¢ = NA(R) oznacza alternatywe, ktora jest wedlug R najwyzej preferowana.

4 Wszystkie wyniki dla ograniczonego modelu roszczen pozostajg prawdziwe dla modelu nieograniczonego. Aby
to zobaczy¢, wystarczy zastosowaé proste odwzorowanie probleméw i metod. Dla modelu ograniczonego,
kazdemu (7;g) i F mozemy przypisac problem nieograniczony (7g - Zt) oraz metode H takie, ze H(tg - It)
= F(t,g) - t,, tzn. dokonujac przeskalowania wkladéw agentéw do zera.
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ciggta metoda podziatu jest symetryczna i binarnie spéjna wtedy i tylko wtedy, gdy jest
parametryczna z ciagly reprezentacjg f.

Latwo sprawdzié, Ze pojecie reprezentacji parametrycznej stosuje sie do szersze-
go zbioru metod niz ciggle metody roszczen lub podziatu nadwyzek (patrz rysunek 2).

Po pierwsze, istniejg metody parametryczne i nieciggle. Prostym przykladem jest
metoda CEA*, ktéra przyznaje bezwarunkowy priorytet wszystkim agentom z roszcze-
niem réwnym 1, a po zaspokojeniu takich uprzywilejowanych roszczen dziala tak jak
CEA (patrz rysunek 2 i). Mozna zapytaé: Jakie sg konieczne i dostateczne warunki na
to, aby dowolna (tzn. niekoniecznie ciggta) metoda byta parametryczna? Po drugie,
istotniejsze pytanie dotyczy innych przestrzeni typéw. Latwo mozna znalez¢ reprezen-
tacje parametryczne réznych intuicyjnych metod zdefiniowanych dla bardziej skom-
plikowanych przestrzeni typéw, takich, jak metoda jednostajnego przydziatu (Spru-
mont, 1991; Chun i in., 1998; patrz rysunek 2 iii-iv).

Zatem mozna postawi¢ nast¢pujace naturalne pytanie: Czy mozemy ogélnie scha-
rakteryzowaé wszystkie metody parametryczne lub podzbiér takich metod przy uzy-
ciu aksjomatéw podobnych do aksjomatéw Younga dla probleméw roszczen i nad-
wyzki? Odpowiemy na to pytanie ponize;.

Wyniki

Wyniki przedstawione ponizej uogélniaja rézne charakteryzacje otrzymane dla
roszczen i nadwyzek na osrodkowq przestrzen typéw. Przestrzen jest osrodkowa, jesli
zawiera podzbior gesty i przeliczalny. Przykladami przestrzeni osrodkowych sa R,
R", a takze niektore przestrzenie funkcji rzeczywistych. Za wyjatkiem przypadkéw pa-
tologicznych, podprzestrzen przestrzeni osrodkowej z topologig odziedziczong jest
réwniez oSrodkowa. Przestrzenie wszystkich mozliwych charakterystyk wierzycieli,
kredytobiorcéw, podatnikéw, aplikantéw czy pacjentéw, wystepujace w sytuacjach
empirycznych, sg osrodkowe. Wtasnos¢ ta czyni osrodkowos$¢ fundamentalnym wa-
runkiem informacyjnym dla wszystkich probleméw racjonowania.

Ogolne twierdzenia o parametryzacji

Gléwny wynik niniejszego artykutu uogélnia twierdzenia Younga na wszystkie
o$rodkowe przestrzenie typow”.

5> Dowody znajdujg sie w Dodatku. Dowdd Twierdzenia 1 stosuje technike inng, niz dowéd Younga. Young w decy-
dujacym kroku stosuje catkowanie po przestrzeni typoéw R, . Operacja ta nie moze zosta¢ zastosowana do ogél-
nych przestrzeni topologicznych. Stabsza wersja czesci (a) — (b) zostala zasugerowana w Kaminski (2000).
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Twierdzenie 1: Dla dowolnej przestrzeni osrodkowej typéw T, dowolnego ograniczenia
max i dla dowolnej cigglej metody racjonowania F, ponizsze warunki sq rownowazne:

(a) F jest symetryczna i binarnie spojna;

(b) F jest reprezentowalna przez ciqglq funkcje parametryczng.

Aby zobaczy¢, w jaki sposéb Twierdzenie 1 wzmacnia wynik Younga, rozwazmy
amerykanskie prawo upadiosciowe (szczegdly znajdujg sie w czesci ,Zastosowania”).
Wierzyciele opisani sg poprzez wektory roszczen z réznych kategorii, za$ roszczenia
zabezpieczone posiadajg bezwzgledny priorytet wzgledem roszczen niezabezpieczo-
nych. Metoda racjonowania F moze zatem przydzieli¢ dwém wierzycielom o iden-
tycznych roszczeniach rézne wielkosci w zaleznosci od priorytetu tych roszczen. Re-
zygnacja z aksjomatu symetrii i podzial agentéw pomiedzy kategorie priorytetu (patrz
Moulin, 2000) nie rozwigzuje problemu: jesli agenci posiadajg dwa roszczenia lub
wiecej z réznych kategorii, ich przydzialy mogg zaleze¢ nie tylko od ich nazw i facz-
nych sum roszczen, ale rowniez od natury tych roszczen. Metoda F pozostaje jednak
symetryczna w bardziej odpowiednim modelu roszczen wielowymiarowych.

Wczesniej odnotowali$my istnienie reprezentacji parametrycznych dla metod nie-
ciagglych. Rysunek 2 iv przedstawia jeszcze bardziej klopotliwg sytuacje. Metoda przy-
dzialu jednostajnego dla preferencji unimodalnych posiada reprezentacje parame-
tryczng pomimo, ze w przestrzeni ¥ nie zostata zdefiniowana zadna topologia. Meto-
da ta jednak wykorzystuje jedynie informacje o polozeniu alternatywy najlepszej dla
agenta o preferencji R (oznaczanej NA(R)), podobnie, jak w przypadku metody po-
dziatu nadwyzki. Wykorzystujac powyzsza obserwacje mozemy zdefiniowa¢ nastepu-
jaca topologie o$rodkowa w przestrzeni 9: Zbiorem otwartym w % jest kazdy zbiér A%
taki, ze dla pewnego zbioru otwartego A c R, A¥ = {R € :: NA(R) € A}. Zaréwno me-
toda U jak i jej reprezentacja parametryczna sg ciggte w tak zdefiniowanej topologii.

Twierdzenie 2 ogélnie rozstrzyga naszkicowane powyzej zagadnienie. O$rodko-
wo$¢ przestrzeni typ6w pojawia sie w sposéb naturalny wsréd warunkéw, ktérych ko-
niunkcja jest rOwnowazna parametryzowalnosci.

Twierdzenie 2: Dla dowolnej przestrzeni typow T, dowolnego ograniczenia max i dla do-
wolnej cigglej metody racjonowania F, ponizsze warunki sq rownowazne:

(a) F jest symetryczna, binarnie spéjna oraz istnieje topologia osrodkowa na T ta-
ka, ze F jest ciggla w tej topologii;

(b) F jest parametryczna.
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Aksjomaty wystepujgce w charakterystyce wszystkich metod parametrycznych sg
niezalezne. Asymetryczne metody priorytetowe spelniaja wszystkie aksjomaty oprocz
symetrii (Moulin, 2000). Opuszczenie binarnej sp6jno$ci dopuszcza np. niespdjng me-
tode, ktéra jest rowna PR dla par agentéw oraz CEA dla trzech i wiecej agentéw.
Wreszcie metoda leksykograficzna z T = R, przyznajaca bezwarunkowy priorytet
mniejszym roszczeniom, spetnia dwa pierwsze aksjomaty. Wszystkie wymienione me-
tody sg nieparametryczne. Pierwsze dwie z nich ilustrujg réwniez niezalezno$¢ aksjo-
matéw wystepujacych w Twierdzeniu 1.

Niektére przestrzenie typéw sg przeliczalne. Mozna tez twierdzi¢, ze np. kazde
roszczenie czy dochdd wyraza sie liczbg catkowitg (dolaréw lub centéw). Poniewaz
kazda przeliczalna przestrzen z topologia dyskretng jest osSrodkowa, za$ kazda meto-
da jest ciagla w takiej topologii, Twierdzenie 2 implikuje nastepujacy wynik:

Whiosek: Dla dowolnej przeliczalnej przestrzeni typow T, dowolnego ograniczenia max
i dla dowolnej cigglej metody racjonowania F, ponizsze warunki sq rownowazne:

(a) F jest symetryczna i binarnie spojna;

(b) F jest parametryczna.

Spéjne rozszerzenia metod binarnych

Wiele metod racjonowania — w tym ustawy o bankructwie — wyznacza rozwigza-
nia rozmaitych probleméw racjonowania dotyczacych wylgcznie par agentéw. Po-
wstaje zatem problem spdjnego rozszerzenia, postawiony najwczesniej przez Auman-
na i Maschlera (1985): Scharakteryzowa¢ warunki, przy ktérych metoda binarna da-
je sie spojnie rozszerzy¢ do metody dla wielu agentéw. Aumann i Maschler udowod-
nili, Ze binarna metoda AM, wymieniana wielokrotnie w Talmudzie w kontekscie réz-
nych rozwigzan do probleméw bankructwa i spadku, posiada jednoznaczne rozsze-
rzenie. Dagan i Volij (1997) skonstruowali ogdlne kryterium rozstrzygajace, czy do-
wolna anonimowa i monotoniczna metoda roszczen posiada spdjne rozszerzenie. Ka-
minski (2000) zaproponowat alternatywne kryterium dla dowolnej przestrzeni typéw
i pokazal, ze kryterium Dagana-Volija pozostaje wazne réwniez i dla tej sytuacji. Oby-
dwa kryteria wykorzystuja przechodnio$¢ lub quasi-przechodnio$¢ pewnych relacji
binarnych zdefiniowanych przez F. Ponizej sformutowane zostalo kryterium, ktére
wykorzystuje fakt posiadania przez metode reprezentacji parametrycznej.

Zdefiniujmy IP jako zbiér wszystkich probleméw dla dwoch agentow: IP = {(1g)
€ IT: |J| = 2}. Metoda binarna H : TI* — R’ przypisuje kazdemu problemowi binar-
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nemu (t,t;¢) € IP pewng alokacje. Metoda F jest spdjnym rozszerzeniem metody H je-
§li F jest spojna oraz jesli F | IP = H. H jest parametryczna jeSli istnieje parametrycz-
na funkcja f taka, ze H( ti,ti;g) = f{t,A) przy zalozeniu, ze f{t,4) + f{ ZIJL) = g dla wszyst-
kich (i ti,ti;g) e IE.

Uwaga: Dla dowolnej przestrzeni typéw T i dowolnego ograniczenia max kazda binarna
metoda parametryczna H posiada doktadnie jedno spéjne rozszerzenie F.

Dowdd: Reprezentacja parametryczna metody H definiuje parametryczng metode F.
Twierdzenie 2 implikuje, ze F jest spdjna. Sprawdzenie, ze F jest rozszerzeniem H
i ze F jest jednoznaczne jest proste.

Powyzszg uwage mozna zastosowaé do analizy binarnej metody talmudycznej Au-
manna-Maschlera. Poniewaz jest ona parametryczna (patrz rysunek 1 iv), posiada
jednoznaczne rozszerzenie. Stwierdzenie to stanowi tre$¢ Twierdzenia A oraz Corol-
lary 3.1 w artykule Aumanna i Maschlera (1985).

Uwaga ta dostarcza takze niezwykle prostego kryterium do rozwigzania zagadnie-
nia istnienia spéjnego rozszerzenia danej metody. Aby udowodni¢, ze H posiada jed-
noznaczne rozszerzenie spojne, wystarczy znalezé jej reprezentacje parametryczng.
Kryterium to mozna zastosowac do praktycznie wszystkich metod racjonowania roz-
wazanych przez teoretyk6w i praktykéw. Kryteria binarne wymienione wcze$niej wy-
magajg bardziej skomplikowanych kalkulacji.

Wadg kryterium parametrycznego jest to, ze nie méwi nam ono nic o metodach
nieparametrycznych. Jesli metoda binarna nie jest parametryczna, musimy uzy¢ inne-
go kryterium do rozstrzygniecia, czy posiada ona spdjne rozszerzenie.

Zastosowanie: Prawo upadio$ciowe

Prawo upadto$ciowe jest zazwyczaj prezentowane poprzez zdefiniowane parami
wzgledne priorytety réznych typéw roszczen. Ponadto, typy roszczen podzielone sg na
rézne kategorie. Priorytety pomiedzy réznymi kategoriami sg zazwyczaj leksykogra-
ficzne, natomiast alokacja wewnatrz danej kategorii roszczen — proporcjonalna. Gdy
przedstawimy rézne kategorie roszczen jako rézne wspétrzedne wektora oznaczaja-
cego typ wierzyciela, mamy 7 =R*, . Aksjomaty symetrii, spojnosci i ciaglosci postu-
lujg bardzo naturalne wymagania pod adresem metody alokacji stosowanej przy ban-
kructwie. Zaktadajac, ze wiele metod alokacji w bankructwie ma powyzsze wlasnosci,
mozemy sformutowad nast¢pujaca hipoteze empiryczna:
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Typowe prawo upadiosciowe definiuje metode alokacji z pewng przestrzeniq typéw
T =R",, ktdra spelnia aksjomaty symetrii, spdjnosci i cigglosci.

Jesli rzeczywiscie dane prawo upadlo$ciowe mozna przedstawi¢ z dobrym przy-
blizeniem jako model racjonowania i jesli spetnia ono powyzej sformutowang hipote-
ze empiryczng, to z Twierdzenia 1 wynika, ze mozna je sparametryzowaé. Najwaz-
niejsze cechy takiego prawa moga zosta¢ wéwczas przedstawione bardzo prosto.

Rozpatrzmy uproszczong wersje amerykanskiego prawa upadio$ciowego, FA5.
Wylicza ono wszystkie rodzaje roszczen, ktére powinny by¢ traktowane identycznie
jako rézne ,kategorie” i przydziela im odpowiednie miejsce w porzadku leksykogra-
ficznym. W naszym uproszczonym modelu mamy cztery glowne kategorie roszczen,
tzn. roszczenia zabezpieczone, wydatki syndyka masy upadlo$ciowej, podatki federal-
ne oraz roszczenia niezabezpieczone. Typ kazdego agenta mozemy reprezentowac ja-
ko wektor z czterema nieujemnymi wspdtrzednymi, z ktérych kazda opisuje inng ka-
tegorie roszczen. Przestrzenia typéw jest zatem R,. Maksimum, ktére moze otrzy-
ma¢ dany typ, jest réwne jego tgcznemu roszczeniu, tzn. sumie jego wspéirzednych.

Przy tak zdefiniowanej przestrzeni typéw oraz ograniczeniu mozna sobie wyobra-
zi¢ wiele réznych metod. Na przykiad informacja zawarta w przypisaniu réznych
roszczen do réznych kategorii moze zosta¢ catkowicie pominigta i podzial moze zo-
sta¢ dokonany w oparciu o tagczng wielko$¢ roszczenia, dajagc w wyniku jedng z me-
tod stosowanych w klasycznym problemie roszczen. Inng klasg metod sa metody lek-
sykograficzne: najpierw spelniane sg roszczenia z kategorii o najwyzszym priorytecie,
a nastepnie roszczenia z kolejnych kategorii. Istnieje 4/ = 24 typow takich metod. Po-
nadto kazda z tych metod musi okresli¢ sposéb podziatu wewnatrz kazdej kategorii.

Amerykanskie prawo upadlo$ciowe definiuje odpowiednig metode leksykograficz-
nie, przyznajac najwyzszy priorytet roszczeniom zabezpieczonym, a dalej kolejno wy-
datkom syndyka, podatkom federalnym i roszczeniom niezabezpieczonym. Wewnatrz
kazdej kategorii podziat jest proporcjonalny. Taki zbiér regut prowadzi do konstruk-
cji nastepujacej reprezentacji parametrycznej:

(a) do kazdej kategorii o priorytecie i, gdzie i = 1,...,4, przydzielona jest czeSciowa
funkcja parametryczna f; zdefiniowana na przedziale [0,4];

(b) funkcja f; jest poczatkowo réwna zeru, nastepnie jest liniowa wewnatrz prze-
dziatu [i-1, i] ze wspélczynnikiem nachylenia réwnym wielko$ci roszczenia z tej
kategorii, po czym znéw jest stala;

(c) funkcja parametryczna dla danego typu jest sumg czeSciowych funkcji parame-
trycznych przypisanych jej wszystkim czterem wspétrzednym (patrz tabela 1).
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Tabela 1. Reprezentacja parametryczna uproszczonej wersji amerykanskiego prawa
upadlosciowego FAB

T=R,={={rrt)eR:7>0dlaj= 1234 oraz !> 0 dla pewnego j}

Model: ;
ode max (1) = Xt
t' — roszczenia zabezpieczone
Kategorie #* — wydatki syndyka
roszczen: ¢ — podatki federalne

' — roszczenia niezabezpieczone

Funkcja [Ar A = [0,4]
parametryczna: | f{t,A) = f,(t) + [{1) + f{(t) + [ (1), gdzie f(1) = max {0, min {( A—i + 1)r, £'}}.

Bardziej precyzyjna rekonstrukcja prawa upadlosciowego wymagataby wielu mo-
dyfikacji. Po pierwsze, wszystkich kategorii roszczen jest kilkadziesiat. Po drugie, pra-
wo po$rednio narzuca pewne ograniczenia na wektor roszczen. Na przyktad moze by¢
tylko jeden syndyk, ktéry nie moze posiadac roszczen innych kategorii. Tak wiec wek-
tor roszczen musi zawiera¢ doktadnie jednego agenta z dodatnig wspoétrzedng repre-
zentujgca wydatki syndyka i wszystkie inne wspotrzedne tego agenta musza by¢ row-
ne zeru. Z kolei moze istnie¢ wielu agentéw posiadajacych zar6wno dodatnie roszcze-
nia zabezpieczone, jak i niezabezpieczone.

Modyfikacje naszkicowane ponizej nie majag wplywu na reprezentacje parame-
tryczng problemu, ktéry zawiera wylgcznie typy nalezace do jednej z czterech katego-
rii. Rysunek 3 przedstawia reprezentacje parametryczng metody upadlosciowej FA8

Rysunek 3. Reprezentacja parametryczna FAB dla czterech r6znych typéw: ¢, = (1,0,0,2),
t, = (0,2,0,0), t, = (0,0,6,0), t, = (0,0,0,3)

f(tA)

f(tar;\')

3
) ) /

| = f{t,A)
0 1 ; 3 4
[ v Amed = [04];
T R mo) -+ 54 P
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dla przyktadowego problemu z czterem agentami. Wierzyciele 2-4 posiadajg roszcze-
nia nalezace do dokladnie jednej kategorii, podczas gdy wierzyciel 1 posiada roszcze-
nia zaréwno zabezpieczone, jak i niezabezpieczone.

Prawa upadto$ciowe zawierajg skomplikowane i czesto nieprecyzyjne zapisy prio-
rytetéw. Wiele kategorii roszczen jest tam wprowadzanych ad hoc, a metody alokacji
sg definiowane jedynie cze$ciowo, dla niektérych par typéw lub kategorii. Powyzsze
rozwazania sugeruja, ze kilkaset praw upadto$ciowych funkcjonujacych we wspétcze-
snym $wiecie mozna by przedstawi¢ zwiezlej w postaci rozbudowanej Tabeli 1, o ile
dane prawo jest rzeczywiscie parametryczne. Prosta sugestia dla ustawodawcy, po-
prawiajgca klarownos$¢ jego produktu, brzmialaby nastepujaco:

(1) Wylicz wszystkie kategorie roszczen i zdefiniuj odpowiednie przestrzenie typow;
(2) Zdefiniuj funkcje parametryczng reprezentujaca twojg metode.

Prawa likwidacyjne, prawo spadkowe, prywatyzacja lub restytucja mienia row-
niez moglyby, co do zasady, zosta¢ sformalizowane i uproszczone w podobny sposéb.

Podsumowanie

Centralnym problemem racjonowania jest alokacja pewnej ilo$ci dobra pomiedzy
agentow o danych typach. Problem ten jest analizowany w niniejszym artykule po-
przez scharakteryzowanie rodziny metod racjonowania posiadajgcych szczegélnie in-
teresujgce wlasnosci.

Trzy podstawowe aksjomaty to symetria, spdjnos¢ i cigglosé. Symetria méwi, ze
agenci tego samego typu otrzymujg jednakowe wielkosci. Spdjnos¢ wymaga, aby
agenci otrzymujacy pewng porcje dobra wewnatrz wigkszego zbioru otrzymywali do-
kladnie te samg porcje, kiedy dokonujg przydziatu pomiedzy siebie. Cigglo$¢ ozna-
cza, ze kiedy parametry danego problemu zblizajg si¢ do parametréw pewnego pro-
blemu, porcje agentéw réwniez zblizajg si¢ do porcji otrzymanych w tym problemie.

Z drugiej strony, wiele metod wystepujacych w praktyce jest zdefiniowanych przy
pomocy posrednich parametréw, takich, jak schematy podatkowe, ktére definiujg
porcje kazdego na wszystkich mozliwych poziomach dostepnosci dobra.

Metody racjonowania, ktére spelniajg trzy podstawowe aksjomaty, w tym cigglosé
wzgledem pewnej o$rodkowej topologii w przestrzeni typéw, to doktadnie te same
metody, ktére mozna przedstawi¢ przy pomocy funkcji parametrycznych. Poniewaz
zdecydowana wiekszo$¢ metod rozpatrywanych przez teoretykéw lub stosowanych
przez praktykéw spetnia zasady symetrii, sp6jnosci i ciaglosci, funkcje parametrycz-
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ne stanowig uniwersalne i wygodne narzedzie do prostego i konstruktywnego przed-
stawienia takich metod.

Dodatek: Dowody

We wszystkich ponizszych dowodach (7;g) € IToznacza dowolny problem racjono-
wania, za$ dla wszystkich i € J, g; oznacza F(7g)..

Dowdd Twierdzenia 1: Niech f bedzie ciagly reprezentacjg parametryczng F i niech I cJ,
I #2. Z definicji metody parametrycznej mozemy znalez¢ A, € [0,1] takie, ze:

(1) Zfit,A g) = g oraz dla wszystkich i € J, f{1,A g) =g.

Najpierw udowodnimy, ze F jest spdjna. Niech I bedzie niepustym zbiorem agen-
tow. Zdefiniujmy h = Zg; z (1) wynika, ze Zf(t,A ) = g, = h. Tak wigc suma warto-
Sci funkcji parametrycznej na poziomie 4, jest rowna h, zatem dla problemu (7,h) de-
finicja metody parametrycznej implikuje, ze dla wszystkich i € I, F(z;h), = fit,A ) = g,

Po drugie, udowodnimy symetrig. Jesli ¢, = f dla pewnych i,j € J, wowczas f{t,A) = f t].,l)
dla wszystkich A € [0,1]. Zatem dla A = 7Lg mamy g, = fl tl.,/lg) = f(t].,/l g) =g

Nastepujace lematy zostang wykorzystane w czesci dowodu (a) — (b).

Lemat 1: Dla dowolnej osrodkowej topologicznej przestrzeni typow T i dla dowolnej sy-
metrycznej, binarnie spéjnej i cigglej metody F, jesli f jest reprezentacjq parametrycz-
nq F, to { jest ciggla.

Dowdéd: Niech (£,4) € T X [0,1] i niech (¢ ,A ) zbiega do (t,A): (t ,A ) — (1,A).

Zatézmy, ze f(t,,A,) -+ f(t,A)=h". Mozemy wéwczas znalezé (4, ,4, ), czyli
podciag (t ,A ), taki, ze f(t, .4, ) = h#h" . Zal6zmy przyktadowo, ze h < f{t,A). Ozna-
czmy h*—h = 5ezas (¢, A, )=h

Poniewaz h, — h = h* - 5¢, dla odpowiednio duzego N, i dla kazdego k > N, za-

chodzi h, < h* - 4e. Nieréwnos¢ ta implikuje:

() 0<Li(h"—h)-2¢
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Oznaczmy teraz F(t,t, ;h"+h)=(g|,g). Poniewaz f, —>1,h, — h orazF jest
ciagla we wszystkich zmiennych, (g, g5) = F (.4 + h) . Ze wzgledu na symetri¢ F,
F(t,t;h" +h)=(3(h" +h),5(h" +h)). Oznacza to, ze dla odpowiednio duzego N, dla

dowolnego k > N,, zachodza nastepujace nieréwnosci:
A3) gl <L(h" +h)+e

) gh>L(h +h) ¢

Nieréwnosci powyzsze w polgczeniu z nieréwnoscig (2) sa spetnione jednoczes$nie
dla dowolnego k > max{N,N,}. Dodajac stronami nieréwnos¢ (2) do (3) i odejmujac
(2) od (4) otrzymujemy:

(5) gl <h" -¢
(6) gi>h +e

Poniewaz f jest reprezentacjg parametryczng F, mozemy znalezé A* takie, ze
ft.X)=gf oraz f (t, »A)=g5. Mozemy zatem przepisac (5) i (6) w nastepujacy
sposdb:

(7) FEA)< [t —¢
®) £, XY > f(t, 2, e

Poniewaz f jest niemalejaca wzgledem A dla wszystkich typow, nieréwnosci (7) i (8)
implikuja, ze lnk <A <A dlakazdego k > max{N »IN,}, a w konsekwenciji, ze /l,u +» A,
co prowadzi do sprzeczno$ci z naszym zalozeniem.

Oznaczmy teraz dla dowolnego ¢ € T przez dom(t) przedzial wszystkich ilosci do-
bra, ktére ¢ moze otrzymac, tzn. dom(t) = [0,max(1)] jesli max(t) < +eoidom(t) = R,
jesli max(t) = +eo. Niech Y =0, . {t,} xdom(t,) oznacza zbiér zawierajacy wszystkie
pary, ktére mozna utworzy¢ z réznych typéw oraz wszystkich ilosci dobra, ktére da-
ny typ moze otrzymac.

Lemat 2: Dla dowolnej osrodkowej przestrzeni typéw T i dla dowolnej symetrycznej, bi-
narnie spéjnej i cigglej metody racjonowania F, istnieje funkcja r: Y — R taka, ze:
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(a) Funkcja r(t,x) jest scisle rosngca w x;

(b) Dla wszystkich (tg) € I, dla wszystkich i,j € J, dla wszystkich € takich, ze
0 < &< F(tg), t,Flrg)) > rlt,F(tg), - ¢).

Dowdéd: Lemat 2 jest nieznacznie zmodyfikowang wersjg Twierdzenia 2 z pracy Ka-
minskiego (2000). Funkcja r jest wariantem standardu poréwnawczego (standard
of comparison) Younga (1994).

Dowdd Twierdzenia 1, cze$¢ (a) — (b): Funkcja r z Lematu 2 zostanie wykorzystana do
konstrukcji reprezentacji parametrycznej f dla F. Lemat 1 gwarantuje, ze f jest ciagla.

Zdefiniujmy A

'min

dom(t)}. Wéwczas:

= infir(t,x): t, e Tix e dom(t)t, A, = sup{r(t,x):t.e Tix e

9) f(t,A)=sup{x: x=01lubxe dom(t)ir(t,x) <A}

Funkcja f jest zdefiniowana w przedziale [, ,4, 11 jest oczywiste, ze 4, < A

min’ ‘min ‘max*

Sprawdzimy teraz, ze f posiada wszystkie wlasno$ci funkcji parametryczne;j.

Ad. (a): Niech 4,4, € [A . ,A, ]iniech A, < A,. Poniewaz {x: x = 0 lub x € dom(t)
irtx) <A} c{x:x=0lubx e dom(t) ir(tx) <A}, sup{x: x = 0lub x € dom(t)ir(tx)
<A} Ssup{x:x = 01lub x € dom(t) i r(tx) <A,}, co ze wzgledu na (9), definicje f,

oznacza, ze f(t,A,)) <f(t,A,).

Ad. (b): Ustalmy t € T Zalézmy, ze dla pewnego 4, g, = f(t,A)) i f(1,2) nie jest ciagla
w punkcie 4, Poniewaz ze wzgledu na (a) f jest niemalejaca wzgledem zmiennej 4,
musi mie¢ w 4, skok, tzn. }im ft,A)=g,<g lub & <g&= }Ln; [, Obydwa

i
przypadki sa podobne; zalézmy, ze zachodzi pierwszy z nich.

Jeslig, = +eo, to f{t,A) = +eo = sup {x: x = 0 lub x € dom(t) i r(tx) <A, oraz musi
zachodzi¢ max(t) = 4. Poniewaz f jest niemalejaca, f nie moze przyjmowaé war-
tosci z (g, +), w tym g, + 1. Rozpatrzmy f{t,r(t,g, + 1)). Z (9) wynika, ze f(t,(t,g,
+ 1)) = sup {x:x = 0lubx € dom(t) i rtx) <rtg, + 1)} = g, +1; poniewaz g, + I
€ (g, +o9), otrzymali$my sprzecznos¢.

Jesli g, < +eo, to (poniewaz f jest niemalejaca) f nie moze przyjmowaé wartosci
z(g,8,), Wtym Ya(g, + g,). Rozwazmy fit,i{t,/2(g, + g,))). Z definicji, it (1, Y2(g, + &) =
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sup{x: x = 0'lub x € dom(t) oraz r(t.x) <r(t,//2(g, + g,)} = "2(g, + g,); poniewaz (g, +
g,) € (g,8,), otrzymujemy sprzecznosc.

Ad. (c): Z definicji, f(t,A . ) = sup{x: x = 0 lub x € dom(t) i r(tx) <A .} 20. Z drugiej
strony, A,.. = inf{r( t,x):t,€ Tix e dom(t)} <inf{r(t,x): x € dom(t)} = r(1,0). Ponie-
waz na mocy (a) f jest niemalejaca w A, f{t,A_. ) <f{t,r(t,0)) = 0. Zatem f{t,A . ) = 0.

min) min)
Podobnie, f{t,A_ ) = max(t).

max

Ad. (d): Jedli f{1,A,) = +eodla pewnego A, woéwczas musi zachodzi¢ max(t) = + o (patrz
(b)). Musimy zatem udowodni¢, ze jesli A, = min{d: f{t,) = +eo, to
lim, ,, f(#,A)=+e. W przypadku przeciwnym f{1,4) bylaby stata w pewnym le-
wostronnym otoczeniu A, i rowna +eo; zatem bylaby trywialnie ciggta.

Poniewaz z definicji f{1,4) = sup{x: x = 0 lub x € dom(t) i r(t,x) <A)} = +eo, dla do-
wolnego M > 0 musi istnie¢ A4, < A, taka, Ze #(1,A,) > M. Poniewaz 1(1,x) jest rosna-
cy wzgledem x, f(tx) > M dla wszystkich A > A, oraz, w konsekwencji,
lim _,, f(t,x)=+co.

Pozostaje sprawdzenie, czy f jest reprezentacjg parametryczng F, tzn. czy dla do-
wolnego (7;g) € ITistnieje A" takie, ze f(tl.,i*) = F(tg), =g,

Niech j = ArgMin, _, {r(t,g)} i niech 1" = r(t,g). Zatem, dla wszystkich i € J,
g; 2 sup{x: x = 0lub x € dom(t) ir(t,x) < r(ti,g/} = f(ti,/l*).

Z drugiej strony, Lemat 2 implikuje, ze dla dowolnego i € J i dowolnego ¢ takiego,
ze0<e<g,ntg-¢< r(tj,gj). Zauwazmy, ze g, = 0 implikuje, ze g, = f{t,1’). Tak
wige g, - e Ssup{x: x = 0 lubx € dom(t) i r(t,x) <t g)} = fit,A) istad g, <flt,A).

Dow6d Twierdzenia 2, (a) — (b): Bezpo$rednio z Twierdzenia 1, (a) — (b).

Dowdd Twierdzenia 2, (b) — (a): Niech f bedzie znormalizowang parametryczng re-
prezentacja F. F jest symetryczna i binarnie spdjna ze wzgledu na argumenty uzy-
te w dowodzie Twierdzenia 1, (b) — (a). Wprowadzimy o$rodkowa topologie na T
z funkcja przypisujaca f(1,4) kazdemu t oraz wykazemy, ze F jest ciagla w tej topo-
logii. Rodzina otoczen ¢ jest okreslona poprzez pseudometryke w przestrzeni funk-
cji @ = {f{t,A): t e T}.

(10)  Definicja: Dla dowolnego t € T oraz dowolnego € > 0, € - otoczenie punktu t w T
to zbiér wszystkich t, € T takich, Ze |f(t,A) - fit,A)| < edla wszystkich A € [0,1].

DECYZJE NR 5/2006



Marek M. Kaminiski

Pokazemy najpierw, ze istnieje przeliczalny i gesty podzbiér T, c T.

Szkic argumentu: Dla dowolnej liczby naturalnej n rozwazmy rodzine funkcji pa-
rametrycznych @ takich, ze kazda " € @ jest przedziatami liniowa wewnatrz naste-
pujacych przedziatéw: [, 2] dla k = 0,..,n - 1 i posiada wartoéci ograniczone do
zbioru {%: m jest liczbg calkowita nieujemna}. Wowczas U, @, jest przeliczalnym
i gestym podzbiorem @z topologia |-|. Przypiszmy do kazdego f € @, i do kazdej licz-
by naturalnej / dowolne ¢ = t(n,f",]) € T takie, ze | f(t,A)— (1) |<+ dla wszystkich A
€ [0,1]; lub zbiér pusty, jesli nie istnieje ¢ o pozadanych wlasno$ciach. Zbiér U, .,
t(n,f"1) jest przeliczalny i gesty w topologii zdefiniowanej w (10).

Ciaglos¢ F wynika z faktu, ze f jest ciggla w A oraz z tego, ze jesli |¢,- 1| < ¢ tona
mocy (10) porcje przypisane ¢, i f, nie moga roznic si¢ o wigcej, niz ¢, tzn. g - gi| <e
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