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Streszczenie: W pracy przedstawiono problematyke gier oceanicznych. Omé-
wione zostaly twierdzenia, ktére pozwalajq na zastosowanie indeksu Shapleya-
-Shubika dla gier z nieskoriczong liczbg graczy. Przedstawiono réwnie? interpre-
tacje spoleczne opisywanego modelu. Oméwiono szczegélowo uwarunkowania
obserwowanego w rzeczywistosci spoltecznej zjawiska okreslanego jako bandwa-
gon effect — przeplyw do silniejszego. Przedstawione zostaty wyniki zastosowania
modelu gier oceanicznych do analizy rywalizacji Baracka Obamy i Hillary Clin-
ton podczas prawyboréw przed ostatnimi wyborami prezydenckimi w USA.
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which have been discussed, make it possible to apply Shapley-Shubik index to
games with infinite number of players. Social interpretations of the presented
model have also been shown. Determinants of bandwagon effect observed in
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model to the analysis of last pre-election competition between Barack Obama
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DECYZJE W DUZYCH GRUPACH - GRY OCEANICZNE W NAUKACH SPOLECZNYCH

Jedynie w dosé ograniczonym sensie jednostka sama tworzy sposéb méwienia i myslenia,

ktéry jej przypisujemy.
Jednostka mowi jezykiem swojej grupy i mysli w sposéb,
w jaki mysli jej grupa.

Karl Mannheim, Ideologia i utopia, 1936

Nie wzbudza w nikim z pewnoscig oporéw stwierdzenie, ze racjonalna jednostka
podejmujaca decyzje w grupie poddana jest jej oddzialywaniu - choéby poprzez calg
konstelacje relacji z innymi jednostkami tworzacymi t¢ grupe. Tworzenie porozumien
i kontrporozumien, budowanie i burzenie koalicji to zjawiska nieodtgcznie towarzy-
szace naszemu udzialowi w grupach spolecznych. Jednostka, przy tych samych prefe-
rencjach, podejmie niejednokrotnie inng decyzje, wybierajac ,w samotno$ci”, inng
za$ wybierajac w obliczu innych jednostek-graczy (uczestnikow podziatu, glosujacych
itp.). W odmienny sposéb nalezy jednak opisywa¢ te sytuacje, gdy decydent znajduje
sie w tzw. malej grupie - gdy jest w stanie ,ogarng¢ wzrokiem” pozostatych wspétde-
cydentéw oraz okolicznosci podejmowania decyzji, gdy decydent pozostaje w ttumie
anonimowych jednostek. Z drugim typem sytuacji spotykamy sie niezwykle czesto
w spolecznej rzeczywisto$ci - w zgromadzeniach akcjonariuszy, podczas partyjnych
prawyboréw, referendéw, wyboréw itp.2

W 10 numerze ,Decyzji” z grudnia 2008 r. Marcin Malawski w syntetycznym tek-
$cie po$wieconym warto$ci Shapleya naszkicowat to, jedno z wazniejszych pojeé wy-
korzystywanych do opisu decyzji grupowych — w teorii n-osobowych gier kooperacyj-
nych. W artykule tym autor scharakteryzowal podstawowe wtasnosci wartosci Sha-
pleya, skupiajac jednak uwage na grach o skonczonej liczbie graczy. W niniejszym
tekscie przedstawie zasygnalizowane przez Malawskiego mozliwe rozszerzenie wyko-
rzystania warto$ci Shapleya dla gier o nieskonczonym zbiorze graczy - takich, kto-
rych nie sposéb ,ogarng¢ wzrokiem”. Wprawdzie do precyzyjnego wprowadzenia po-
je¢ omawianych w ponizszym tekScie Shapley wraz ze swoimi wspétpracownikami
uzyl aparatu matematycznego znacznie wykraczajacego poza kurs matematyki szkoty
$redniej, postaram si¢ jednak przedstawié¢ te tematyke pomijajac niektére formaliza-
cje, niekonieczne do zrozumienia przedstawianych probleméw - skupie sie raczej
na interpretacji poszczegélnych propozycji. Szerzej o grach kooperacyjnych czytelnik
ma mozliwos¢ przeczyta¢ w dowolnym podreczniku teorii gier®, czy cho¢by we wspo-
mnianym artykule Marcina Malawskiego.

2 Watpliwoéci co do stosowalnosci modelu gier oceanicznych dla opisu powszechnych wyboréw czy narodowych
referendéw przedstawie w dalszej czesci tekstu.
3 Na przyktad (Straffin, 2001).
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1. Gry proste. Indeks Shapleya-Shubika.

W naszych rozwazaniach skupimy sie na tzw. grach prostych. Jest to model odwo-
tujacy si¢ do dos¢ intuicyjnych zatozen. Podzbiory graczy nazywac bedziemy koalicja-
mi. Zasadniczym zalozeniem jest, ze rozrézniamy dwa rodzaje koalicji: koalicje wygry-
wajqce i koalicje przegrywajgce. Ponadto:

(i) koalicja niezawierajaca zadnego gracza (zbiér pusty) jest koalicjg przegrywajaca;

(ii) koalicja sktadajgca si¢ ze wszystkich graczy jest koalicjg wygrywajaca;

(iii) jesli pewna koalicja jest koalicjg wygrywajaca, to wszystkie koalicje jg za-
wierajace tez sg koalicjami wygrywajacymi.

Aby formalnie zapisa¢ powyzsze zalozenia nalezy uzgodnié kilka oznaczen. Ozna-
czenia te bedg przydatne w dalszej czgsci rozwazan.

Kazdag gre kooperacyjng da si¢ zapisa¢ jednoznacznie odwotujac sie do dwéch po-
jec: zbioru graczy N = {1, 2, 3,..., n} oraz funkcji charakterystycznej v, przez ktéra ro-
zumie¢ bedziemy taczng wyplate (zysk), ktdrg jest w stanie zapewni¢ sobie dana ko-
alicja (pojedynczego gracza traktujemy jako jednoosobowg koalicje) w rywalizacji
z pozostalymi graczami, nienalezacymi do niej. W przypadku gier prostych funkcja ta
przyjmuje tylko dwie wartosci. Jesli koalicja S jest koalicjg wygrywajaca, wowczas
v(S) = 1, w przeciwnym razie v(S) = 0.

Powyzsze okreslenie gry prostej (N, v) przedstawi¢ mozna zatem nastepujaco:
(i) v(@) = 0;
(ii) v(N) = 1;
(iii) jezeliv(S) = 1iSc T, tow(T) = 1.

Szczegblnym podzbiorem gier prostych sa wazone gry wigkszosci, czyli takie,
w ktérych kazdemu i-temu glosujacemu przyporzadkowana jest nieujemna liczba rze-
czywista, tzw. waga, ktérg oznacza¢ bedziemy przez w.. Warunkiem koniecznym i wy-
starczajacym przyjecia wniosku jest osiggniecie (lub przekroczenie)* przez koalicje
glosujacych za nim odpowiedniej liczby wag (gloséw) ustalonej przez regute decyzyj-
ng. Ta graniczna wielko§¢ nazywana bywa kwotg lub progiem. Oznaczac ja bedziemy
literg c. Jesli na przyktad ¢ = 1/2, wéwczas powiemy o podejmowaniu decyzji bez-
wzgledng wiekszoscig glosow, jesli zas ¢ = 3/4, mamy wéwczas do czynienia z jedng
spo$rod tzw. kwalifikowanych wiekszosci.

4 W roéznych tekstach przyjmuje sie odmienne okreslenia tej wlasno$ci wazonych gier wiekszosci. W istocie przy-
jecie jako reguly decyzyjnej ,przekroczenia” odpowiedniej sumy wag prowadzi do odmiennych gier, niz
w przypadku przyjecia jako kryterium ,osiagniecia” tej samej sumy. W szczegdlno$ci przyjecie tego ostatnie-
go rozwigzania, dla sumy réwnej 50 proc., moze prowadzi¢ do gry z dwoma rozlgcznymi koalicjami wygry-
wajacymi (tzw. gry niewlasciwej). W dalszych rozwazaniach, dotyczacych gier oceanicznych, rozréznienie to
nie bedzie znaczace.
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Wazona gre wigkszosci z graczami 1,..., n oraz kwotg ¢ zapisywac¢ bedziemy naste-

pujaco:
le; wppee, w 1.

W rozwazaniach bede postugiwal si¢ wartosciqg Shapleya, posiadajaca w grach oce-
anicznych wiasnosci szczegdlnie interesujace wéréd réznych rozwiazan gier koopera-
cyjnych. Dla gier prostych — w tym w wazonych grach wiekszosci — warto$¢ Shapleya
nazywana jest indeksem Shapleya-Shubika. Indeks ten otworzyl droge do powstania
calej grupy rozwigzan, zwanych indeksami sily. Sa traktowane jako miara wplywu
gracza (jednostki, koalicji) na decyzje grupowe, jej udzialu we wladzy’. Warto$¢ Sha-
pleya oraz indeks Shapleya-Shubika zostaly przedstawione we wspomnianym tekscie
Malawskiego. Zainteresowany czytelnik moze zapoznaé sie z zastosowaniami i inter-
pretacjg indeksow sity w wielu innych tekstach poswieconych tej tematyce®.

Wartoscig Shapleya i-tego gracza w grze (N, v) nazwiemy liczb¢ dang wyrazeniem:

“D(n—s)!
0,0)= 3 ETEEE s ws - i)

ScN
gdzie: s oznacza liczbe graczy koalicji S, za$ n - liczbe wszystkich graczy.
W grach prostych wprowadzi¢ mozna pojecie gracza decydujacego albo gracza kry-
tycznego. Jest to taki gracz, ktorego dotgczenie do koalicji, ktéra byta koalicjg przegry-

wajaca przeksztalca jg w koalicje wygrywajacg. We wzorze na warto$¢ Shapleya tylko
w takich sytuacjach réznica v(S) - v(S - {i}) bedzie r6zna od zera i réwna 1.

Wz6r na warto$¢ Shapleya dla gier prostych — indeks Shapleya-Shubika — przybie-

ra prostszg postac:

B (s—=Dl(n-9)!
¢ SQ; —
i=dec(S)
gdzie: zapis i = dec(S) oznacza, ze i-ty gracz jest decydujacy dla koalicji S.

Do tych samych wynikéw prowadzi odwolanie si¢ do réznych uporzadkowan gra-
czy. Wowczas indeks Shapleya-Shubika i-tego gracza, to

liczba uporzadkowan zbioru N, gdzie gracz i jest decydujacy

;=

liczba wszystkich uporzadkowan zbioru N

5 Nieco lepiej sens i interpretacje indeksow sily oddaje ich okreslenie w jezyku angielskim - power indices - dzie-
ki wystepujacej w tym jezyku dwuznacznosci: power - sita, wladza.
¢ Miedzy innymi (Jasifiski, 2000, 2003, 2004; Mercik, 1999; Sosnowska, 1999).
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W powyzszym wyrazeniu i-ty gracz ma by¢ decydujacy dla koalicji utworzonych
przez graczy poprzedzajacych go (wystepujacych ,przed nim”) w rozwazanych upo-
rzadkowaniach. Innym sposobem okreslenia indeksu Shapleya-Shubika jest probabi-
listyczna definicja indeksu Shapleya-Shubika:

Indeks Shapleya-Shubika i-tego gracza jest rowny prawdopodobiefistwu tego, ze
rozwazajgc losowe uporzadkowania graczy, koalicja zawierajgca graczy poprzedzaja-
cych i-tego gracza wraz z nim samym bedzie koalicjg wygrywajaca, za$ ta sama ko-
alicja bez i-tego gracza bedzie koalicjg przegrywajaca.

Sformutowanie powyzsze dla gier ze skonczong liczbg graczy nie wnosi wiele no-
wego. Przedstawienie indeksu sily jako prawdopodobienstwa pewnego zdarzenia sta-
nowi jednak dogodny punkt wyjscia dla rozwazania gier nieskonczonych.

2. Od grupy do oceanu

Ponizsze przyklady, przedstawione za Straffinem’, pozwolg nam lepiej przyblizy¢
sytuacje gry z duzg liczbg matych graczy.

Przyklad 1a. - tréjka graczy: 1 duzy i 2 malych

Nasze rozwazania zaczniemy od zaledwie tréjki graczy, na przyktad klubéw par-
lamentarnych. Najwiekszy klub — oznaczmy go jako x - stanowi 40 proc. zgromadze-
nia, pozostate (oznaczmy je numerami: 11i2) - po 30 proc. Do podjecia decyzji potrze-
ba bezwzglednej wigkszosci glosow.

Sytuacje mozemy wigc przedstawic jako wazong gre wigkszosci postaci:
[50%; 40%, 30%, 30%].

Fatwo pokazaé, ze kazdy z klubéw jest réwnie potrzebny do utworzenia koalicji
wygrywajacej. Jesli, idac za interpretacjg Shapleya, rozwazylibySmy wszystkie 6 upo-
rzadkowan naszej tréjki graczy, wowczas okazaloby sie, ze kazdy jest graczem decy-
dujacym w dwéch uporzadkowaniach. To oznacza, ze kazdemu z graczy nalezy przy-
pisa¢ warto$¢ indeksu Shapleya-Shubika réwna 1/3.

Jesli na dodatek zwréci¢ uwage na identyczno$é obu mniejszych klubow, wow-
czas rozréznimy zaledwie trzy typy uporzadkowan, réznigcych si¢ usytuowaniem
duzego klubu:

40%-30%-30% 30%-40%-30% 30%-30%-40%

7 Por. (Straffin, 1983).

DECYZJE NR 12/2009



DECYZJE W DUZYCH GRUPACH - GRY OCEANICZNE W NAUKACH SPOLECZNYCH

Tylko w jednym z nich duzy klub jest graczem decydujacym. Jesli wiec przypisze-
my mu site réwng 1/3, to pozostale — w naszej grze posiadajgce symetryczng pozycje
- podzielg sie resztg réwna 2/3.

Ze wzgledu na dalsze rozwazania zapiszemy nasz wynik nastepujaco:

1 2
o, zg’(pf"(pz :5‘

Przyklad 1b. - 7 graczy: 1 duzy i 6 malych

Wyobrazmy sobie, ze graczy przybywa — by¢ moze w wyniku konfliktow kazdy
z mniejszych klubéw podzielil sie na 3 mniejsze, zrzeszajace po 10 proc. postéw. Du-
zy klub zrzesza nadal 40 proc. postéw. Analizujemy wiec gre:

[50%; 40%, 10%, 10%, 10%, 10%, 10%, 10%].

Teraz docenimy warto$¢ obserwacji symetrii matych graczy: zamiast rozpatry-
waé 7! uporzadkowan wystarczy rozwazy¢ 7 typéw uporzadkowan, ze wzgledu na po-
zycje duzego gracza (z kazdym z nich wiaze si¢ 6! uporzadkowan):

1 typ 40%-10%-10%-10%-10%-10%-10%
2 typ 10%-40%-10%-10%-10%-10%-10%
3 typ 10%-10%-40%-10%-10%-10%-10%
4 typ 10%-10%-10%-40%-10%-10%-10%
5 typ 10%-10%-10%-10%-40%-10%-10%
6 typ 10%-10%-10%-10%-10%-40%-10%
7 typ 10%-10%-10%-10%-10%-10%-40%

Duzy klub jest, jak wida¢, graczem decydujgcym (po przekroczeniu przez koalicje 50
proc.) w 4 typach uporzadkowan: od sytuacji, gdy zajmuje 3. pozycje do sytuacji z 6. po-
zycja duzego gracza. W pozostalych przypadkach graczem decydujacym jest ktorys
z malych klubow-graczy (gracze decydujacy zostali zaznaczeni pogrubiong czcionka).

Podziat sity bedzie wiec nastepujacy:
4 3
qox == > (pi =_-
7 ; 7
Nastepne przyklady beda pokazywaly konsekwencje kolejnych zmian w naszej

grze: ,podzialéw” malych graczy.
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Przyklad 1c. - 61 graczy: 1 duzy i 60 malych

W tej sytuacji kazdy z malych graczy dysponuje 1 proc. gloséw, za$ duzy gracz
- nadal 40 proc. Wéréd 61 typéw uporzadkowan duzy klub jest graczem decydujacym
w 40 sytuacjach: od pozycji 12 do 51 w uporzadkowaniu.

Uzyskamy teraz nastepujacy podziat sily:

p B0 21
el < T 6l

Przyklad 1d. - 601 graczy: 1 duzy i 600 malych

W sytuacji, gdy mielibySmy do czynienia z bardzo duzym zgromadzeniem, np. li-
czacym 1000 os6b®, w ktorym duzy klub zrzesza 400 os6ob (40 proc. glosow), zas 600
pozostalych glosujacych wystepuje niezaleznie (dysponujg po 0,1 proc. gloséw) roz-
wazymy 601 typéw uporzadkowan. Uwaznemu czytelnikowi pozostawiam sprawdze-
nie, ze tym razem podzial sity miedzy graczy bedzie taki:

p =200 201
601’ < T 601

Jak widaé, warto$¢ indeksu Shapleya-Shubika duzego gracza dazy do wartosci 2/3.

W istocie mozemy tu méwié o ciggu gier, w ktérych waga duzego gracza nie zmie-
nia sie, za$§ wagi malych zmierzajg do zera réwnocze$nie z ich liczbg zmierzajaca
do nieskonczonej. Shapley wraz z Shapiro i Milnorem®, przedstawit t¢ problematyke
w postaci serii twierdzen o wartosci Shapleya dla gier oceanicznych, ktére w naszych
przyktadach majg postac oceanicznych wazonych gier wigkszosci.

Zanim za Shapleyem, Shapiro i Milnorem, wprowadzimy formalizacje przedsta-
wionego problemu, zastanowimy sig, co staloby sie w naszym przykladzie w razie dal-
szego, nieograniczonego wzrostu liczby ,coraz mniejszych” matych graczy. ,Ocean”
nieskonczenie wielu malych graczy mozna przedstawi¢ jako odcinek o jednostkowe;j
dtugosci, ktérego punkty reprezentujg malych graczy. Duzy gracz posiadajacy wa-
ge 40 proc. moze si¢ dotgczy¢ w réznych punktach odcinka, co odpowiada réznym ty-
pom uporzadkowan: ustawienie duzego gracza w punkcie 0 odpowiada uporzadko-
waniu, gdy gracz ten jest na poczatku uporzadkowania. Ustawienie duzego gracza
w punkcie réwnym 1/3 odpowiada sytuacji, gdy poprzedza go 1/3 oceanu matych gra-
czy. Skoro ocean ma wage 60 proc., to oznacza to uporzadkowanie, w ktérym ma-

8 Z podobng sytuacja mamy do czynienia na przyktad podczas prawyboréw przed wyborami prezydenckimi
w USA czy podczas niektorych walnych zgromadzen akcjonariuszy.
9 (Shapiro i Shapley, 1978), (Milnor i Shapley, 1978).
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Rysunek 1
X X
0 1/3 1

my 20 proc. wagi oceanu, duzego gracza z waga 40 proc. i na koncu uporzadkowa-
nia 40 proc. malych graczy.

Gracz x bedzie graczem decydujacym w uporzadkowaniach od 1/6 (poprzedza
go 10 proc. glos6w) do 5/6 (poprzedza go 50 proc. gloséw) oceanu matych graczy.

W tej granicznej sytuacji warto$¢ indeksu Shapleya-Shubika duzego gracza bedzie
réwna:

_50%-10% 2

@ 60% 3

3. Twierdzenie graniczne

Shapley z Shapiro rozwazyli pewien cigg wazonych gier wigkszosci I'; z udzialem
m + n, graczy postaci:

L =lew,...ow,.a,,....a, 1,
gdzie:

¢ - oznacza kwote okreslajacg regute decyzyjng w grze T,

Wy,..., W, — oznaczajg wagi m-ki graczy okreslanych w przykladach jako duzi
gracze; te wagi dla kolejnych wyrazéw ciagu T', pozostang stale,

a,,...,a, , - to wagi n, graczy, ktére dla kolejnych wyrazow ciggu I, beda co-
raz blizsze zeru, za§ warto$¢ n, bedzie rosta nieograniczenie; graczy tych be-
dziemy okreslali jako maltych graczy; wlasnosci te opisujg ponizsze warunki:

2 a,;, =0 >0 - lgczna waga malych graczy jest stala, wicksza od zera,
j=1

maxa,, =d,,, ——=0 - wobec dodatnio$ci sumy wag malych graczy z za-
. 5 5 —>o0

J

pisu tego wynika, Ze n, ————eo.
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Dalsze oznaczenia potrzebne do sformutowania twierdzenia:

M ={1,.., m} — zbidr duzych graczy
M, = M- {i}

s =[S

w(S) =Y w,.

i€eS
Aby umozliwi¢ zapisanie twierdzenia w sposéb syntetyczny, uniwersalny dla r6z-
nych proporcji miedzy wagami duzych graczy, matych graczy i kwotg, Shapley i Sha-
piro wprowadzili wygodne oznaczenie:
0 dlaw<0
<w> = mediana (0,w,1)={w dla0<w<l1.
1 dlaw=1

Twierdzenie 1
Warto$¢ indeksu Shapleya-Shubika gracza i € M w grze I jest zbiezna do granicy
rownej

((c=w(S)) Jex)
0, =limg, = Y ﬁwfnwﬂm

[ —o0
- SEM; ((c-w(SU{i})/a)

Wyznaczmy warto$¢ indeksu Shapleya-Shubika gracza x z przyktadu 1 dla sytuacji
granicznej. Poniewaz jest to jedyny tzw. duzy gracz, nasze obliczenia znacznie si¢
uproszcza:

M =@ = S=( zatem suma bedzie miata tylko jeden skladnik.
Kwota, waga duzego gracza i taczna waga malych graczy spelniajg warunek:
w, =04<c=05<a=0,6.

Gry o przedstawionej relacji migdzy w,, ¢ oraz « tworza interesujgca klase gier we-
wnetrznych (ang. interior games), szerzej oméwiong przez Shapleya i wspélpracownikéw.

Gra wewnetrzng nazywamy wazong gre wiekszosci ze skoniczonym zbiorem M du-
zych graczy, nieskoniczonym zbiorem malych graczy o tacznej wadze réwnej a i kwo-
cie rownej ¢ spelniajaca nastepujacy warunek:

w(M) <c< o

Mozna powiedzie¢, ze zbiér malych graczy stanowi koalicje wygrywajaca zas zbior
duzych graczy przegrywajaca. Gry wewnetrzne stanowig wazng cze$¢ gier nieskon-
czonych. Shapley i Milnor (1978) przedstawili ciekawg charakterystyke wewnetrz-
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nych gier oceanicznych w zaleznosci od liczby duzych graczy wraz z wnioskami z tej
analizy wynikajacymi.

Wyznaczmy granice catkowania:

—w(S
C7w()=£<1, zatem <c>:c;
o o o a
c—w(Su{x})zc—w, <1 satemn <c—wl>=c—w1'
o o o o

Dla kazdej gry wewnetrznej w powyzszych wyrazeniach po prostu ,znikajg” na-
wiasy. Graniczna warto$¢ indeksu Shapleya-Shubika gracza x jest réwna:

c/a
-0- c CcC—W w,
9= [rP0-n"ar=-M M
(c-wp)ax a a a

Warto zwréci¢ uwage na kilka interesujgcych wlasnosci uzyskanego wyniku.
(i) Przede wszystkim wida¢, ze graniczna warto$¢ indeksu sity Shapleya-Shubi-
ka duzego gracza dla gier wewnetrznych nie zalezy od kwoty c.
(ii) Poza tym ,udzial” duzego gracza w wagach jest mniejszy od jego granicznej sily:

Podstawienie danych z naszego przyktadu potwierdza wynik uzyskany wczesniej
,recznie”:

Umiemy juz wyznaczy¢ graniczng warto$¢ indeksu sily. Pozostaje jeszcze kwestia,
czy jest to ta sama wielko$¢, co warto$¢ indeksu sily dla gry granicznej - gry oceanicz-
nej? Innymi stowy, czy wartos¢ indekséw Shapleya-Shubika duzych graczy jest zbiez-
na do indekséw tych graczy w grze oceanicznej?

4. Gry oceaniczne

Pod koniec przyktadu 1 rozwazaliémy wagi do$¢ specyficznych zbioréw, skladaja-
cych sie z pojedynczego gracza o wadze 40 proc. i jakiego$ podzbioru punktéw odcin-
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ka, ktéremu przypisywali$my odpowiednie wagi. Aby méc rozwazac wagi takich ,mie-
szanych” zbioréw, nalezy wprowadzi¢ jaki$ sposéb ,mierzenia” wielkosci podzbioru
(dtugosci) odcinka.

Shapley i Milnor (1978) postuzyli sie odcinkiem o jednostkowej dtugosci I = [{0,1),
ktéry ma reprezentowac ocean tzw. malych graczy.

Niech M = {1, 2,..., m} oznacza zbidér m tzw. duzych graczy o nieujemnych wa-
gach, odpowiednio, w;, w,,..., w, .

m

Podobnie jak przy formulowaniu twierdzenia granicznego wage dowolnego pod-

zbioru S duzych graczy oznaczymy jako w(S) = 2 w,.
€S

Podzbiory matych graczy sg reprezentowane przez mierzalne (w sensie Lebes-
gue'a) podzbiory zbioru I, ktére maja okreslone dzialania z podzbiorami zbioru M.
Przez koalicje R w grze oceanicznej bedziemy rozumieli sume mnogo$ciowa pewne-
go zbioru duzych graczy (podzbioru M) oraz pewnego zbioru matych graczy (podzbio-
ru mierzalnego zbioru I).

Wagg dowolnej koalicji R w grze oceanicznej bedzie suma wag duzych graczy
wchodzacych w sktad koalicji R oraz odpowiedniej proporcji miary Lebesgue’a pod-
zbioru oceanu I — malych graczy wchodzacych w skiad koalicji R:

uR) =wR M)+ aMRNI),

gdzie:
A - oznacza miare Lebesgue’a,
a > 0 oznacza calkowitg wage oceanu I.

Wazong gre wiekszosci [c; u] z tak zdefiniowanymi wagami u oraz kwotg ¢ wyzna-
czajacg regule decyzyjng nazywaé bedziemy wazona oceaniczng gra wiekszosci
i oznaczac jako:

le; w, Wy, w5 .

Mamy wigc okreslong gre oceaniczng — gre z udzialem m duzych graczy o nieze-
rowych wagach i nieskonczenie wielu matych graczy, z ktérych kazdy ma zerowg wa-
ge, za$ waga wszystkich razem tworzacych ocean jest rownao!’.

Trudno rzecz jasna rozwazaé wszystkie uporzadkowania czy tez podzbiory nie-
skonczenie wielu graczy. Ze wzgledu na symetrie matych graczy nalezy rozwazy¢
wszystkie losowe ustawienia punktéw reprezentujacych duzych graczy ,wstawia-

10'Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze dla takiej gry nie ma znaczenia, czy méwimy o ,osiggnieciu”, czy tez ,prze-
kroczeniu” kwoty. Pojedynczy tzw. maly gracz (z oceanu) jest reprezentowany na odcinku I przez punkt, kt6-
ry jest miary zero. Jesli wiec do koalicji, ktéra osiagneta kwote, dotaczymy jednego matego gracza, wéwczas
miara poszerzonego zbioru nie zmieni sig.
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nych” na jednostkowy odcinek reprezentujacy ocean niezaleznie i zgodnie z jednostaj-
nym rozktadem na tym odcinku.

Teraz przyda nam sie probabilistyczna definicja indeksu Shapleya-Shubika przed-
stawiona w pierwszym rozdziale.

Niech S; oznacza zbiér duzych graczy poprzedzajacych i-tego duzego gracza, zas
punkty x,, x,,..., x,, na odcinku (0;1) reprezentuja miejsca dotgczenia si¢ duzych gra-
czy do oceanu malych graczy. Zbiér malych graczy poprzedzajacych i-tego gracza re-
prezentuje odpowiedni przedziat odcinka I: (0;x.). Ponizszy rysunek przedstawia jed-
no z mozliwych ,dotaczen” dwéch duzych graczy do oceanu.

Rysunek 2

W tym ,ustawieniu” duzych graczy wagi duzych graczy poprzedzajacych kazdego
z nich sg réwne:

w(s,) =w, w(s,) =0,

za$ taczne wagi wszystkich matych graczy poprzedzajacych kazdego z nich odpo-
wiednio:

oA(0; x,)) oA(0; x,))

Zatem indeks Shapleya-Shubika duzego gracza i w wazonej oceanicznej grze
wiekszosci bedzie réwny prawdopodobienstwu

¢, = Plw(S) + aA((0;x)) < ¢ <w(S) + w, + aA((0;x,))],

za$ warto$¢ indeksu sity Shapleya-Shubika calego oceanu:

D=1-) 0.

ieM
Warto$¢ indeksu Shapleya-Shubika pojedynczego gracza z oceanu jest rowna zero.

Pozostaje zasadnicze pytanie: jaki jest zwigzek miedzy wartoscig indeksu Sha-
pleya-Shubika dla gier oceanicznych i graniczng wartoscig tego indeksu dla gier I7?
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Shapley z Milnorem udowodnili, Ze jest to ta sama warto$¢:

Twierdzenie 2
Niech (I});-, bedzie ciggiem gier postaci:

L =[e;w,e.sW,,4,,...5a, ] —m + n,— osobowa gra, opisana na poczatku
rozdziatu 3, za$ ¢, , - warto$¢ indeksu Shapleya-Shubika gracza i dla gry I,

Niech [¢; w;, w,,..., w _; o] bedzie gra oceaniczng, za$ ¢, — wartoscig indeksu Sha-
pleya-Shubika dowolnego duzego gracza i dla tej gry.

Wowczas

;= }imq)i,l‘

Twierdzenie to uprawnia nas do traktowania wynikéw uzyskanych na mocy wzo-
ru przedstawionego w twierdzeniu granicznym jako wartos$ci indeksu sity Shapleya-
-Shubika dla gier oceanicznych.

Aby zilustrowaé powyzsze twierdzenie, wyznaczymy warto$ci indeksu Shapleya-
-Shubika korzystajac z twierdzenia granicznego oraz bezpo$rednio odwolujac si¢
do modelu gier oceanicznych.

Przyklad 2. Dwéch duzych graczy i ocean

Do naszego pojedynczego gracza o wadze 40 proc. dodajmy drugiego o wadze 20
proc. Rozwazmy zatem gre oceaniczna:

[50%; 40%, 20%; 40%].

Shapley i Milnor zaproponowali graficzny sposéb poszukiwania rozwigzania gry
oceanicznej z m duzymi graczami, reprezentujac jg przez jednostkowsg kostke I, za$
duzych graczy jako punkty umieszczone w tej kostce. Sytuacje odpowiadajaca nasze-
mu przyktadowi przedstawiam na ponizszym rysunku.

0$ pozioma zawiera wszystkie mozliwe punkty dotgczenia si¢ do oceanu gracza
nr 1(x,), za$ 0§ pionowa — gracza nr 2(x,). Punkty kwadratu o jednostkowym boku (kost-
ka I?) oznaczajg typy uporzadkowan wszystkich graczy ze wzgledu na miejsca wlacze-
nia si¢ do oceanu graczy 11 2. Na przyktad punkt A na rysunku 3 oznacza, ze najpierw
do oceanu dotaczyt gracz pierwszy i zostal poprzedzony potowa oceanu, za$ po nim,

majac ,za sobg” 3/4 oceanu, dofaczy! si¢ drugi gracz. W naszej grze oznacza to, ze
* przed dofgczeniem sie gracza pierwszego koalicja posiadata 20 proc. wag (po-

fowa oceanu),
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Rysunek 3

* po dolgczeniu gracza pierwszego koalicja przekroczyta kwote — posiadata
juz 60 proc. wag,

* dolaczenie drugiego gracza do koalicji wygrywajacej — w jej sktad wchodzito
3/4 oceanu (30 proc. wag) i gracz pierwszy (40 proc. wag) — nie mialo juz zad-
nego znaczenia.

Dlatego punkt A oznacza typ uporzadkowania, w ktérym decydujacym graczem
jest gracz pierwszy.

Poszczegblne wielokaty, zaznaczone na rysunku, odpowiadajg zdarzeniom, kté-
rych prawdopodobiefistwa mierzg warto$ci indeksu Shapleya-Shubika w wazonej
grze oceanicznej'!. Warto$ci indeksu sily Shapleya-Shubika obu graczy i oceanu beda
réwne powierzchniom pél odpowiadajacym typom uporzadkowan, w ktérych po-
szczegdblni gracze (w tym ocean) sg graczami decydujacymi. Pola te sg rzecz jasna roz-
laczne - z wyjatkiem krawedzi ich styku - te jednak maja zerowg powierzchnie!?.
Na rysunku 3 zostaly zaznaczone r6znymi deseniami (czytelnikowi pozostawiam wia-
$ciwg identyfikacje pdl z graczami i oceanem).

11 Zob. probabilistyczna definicja indeksu Shapleya-Shubika w wazonej oceanicznej grze wiekszosci.
12 Méwigc precyzyjnie — sg miary zero.
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Oto szukane warto$ci (obliczenia powinno utatwié¢ podzielenie jednostkowego
kwadratu na mniejsze fragmenty):

.
16’
o=t
16’

D= % (zresztg rowne 1 - ¢, — ¢,).

Do tego samego wyniku powinni$my dojs$¢, postugujac sie twierdzeniem granicz-
nym. Przedstawie sposéb obliczenia tylko dla gracza pierwszego, sprawdzenie po-
prawnosci catkowania i wykonanie pozostalych obliczen, pozostawiajac dociekliwym
czytelnikom. Indeks Shapleya-Shubika gracza nr 1 wyraza si¢ nastepujacym wzorem:

((c=w(S)) Jar)
0= J.ts(l—t)””’l dt.

SEM; ((c=w(SUlit)/a)

Oto sposdb wyznaczania granic catkowania dla gracza nr 1:

M, = {2}, zatem S = {2} lubS = &

dla S = {2}:
<c—W(S)>_ 0,5-0,2 _<3>_3
a |\ 04 | \4/ &4

<c—w(Su{1})>_ 0,5-0,6 _<_1>_0
o S\ 04 [\ 4/ 7

=) 322}

o 0,4 4

<c—w(Su{1})>_ 0,5-0,4 _<1>_1
o S\ 04 /[ \4/ 4

dlaS =@
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Zatem szukana warto$¢ indeksu jest taka sama, jak uzyskana bezposrednio, korzy-
stajac z metody graficznej:

A L 9
=|tar+ |(1-t)dt =—.
o, l i( i =

W tym przypadku tatwiej bylo wyznaczy¢ szukane wartosci, postugujac sie graficz-
nym modelem gry oceanicznej. W ogélnym przypadku moze to by¢ jednakze bardzo
ktopotliwe, a nawet niemozliwe do wykonania — wystarczy, ze tzw. duzych graczy be-
dzie wigcej i przedstawienie pola w przestrzeni np. pieciowymiarowej okaze si¢ bar-
dziej ztozonym zadaniem, niz policzenie kilku nieskomplikowanych catek.

Jak wida¢, sita oceanu okazata si¢ mniejsza od sily gracza nr 1, mimo takiej samej
wagi. Gdyby$my rozpatrywali tylko z pozoru podobng gre z udziatem trzech graczy:

[50%; 40%, 20%, 40%)],
wowczas okazaloby sie, ze sita kazdego z nich jest identyczna i réwna 1/3.

Shapley i Milnor przedstawili w swojej pracy wiele bardzo interesujgcych twier-
dzen i obserwacji charakteryzujacych wlasnosci indeksu Shapleya-Shubika w grach
oceanicznych. Miedzy innymi scharakteryzowali zmiany wartosci tego indeksu w za-
leznosci od reguly decyzyjnej, okreslanej przez kwote: od wartoéci zerowej do maksy-
malnej sensownie interpretowalnej wartosci, réwnej sumie tgcznej wagi duzych gra-
czy i wagi oceanu: w(M) + o. Udowodnili miedzy innymi:

Twierdzenie 3

Niech I', oznacza gr¢ oceaniczng z ustalonymi wagami duzych graczy oraz dang
wielko$cig oceanu okreslong ze wzgledu na kwote c.

Srednia wartos¢ indeksu Shapleya-Shubika danego gracza (lub oceanu) po wszyst-
kich kwotach z przedziatu (0;w(M) + o) jest réwna udzialowi wagi gracza w sumie
wag wystepujacych w grze:

Wi
E((P,«(Fc))—m’

o
E(‘D(R))—m-

Twierdzenie to ma powazne konsekwencje. Przedstawie w skrécie jedng z nich.

DECYZIJE NR 12/2009



Mikotaj Jasinski

Rozwazmy przypadek skrajny. Jesli ¢ = w(M) + o, woéwczas mamy do czynienia
z gra jednomyslnosci, w ktorej sita kazdego z graczy — a w grze oceanicznej jest ich
nieskonczenie wielu - jest rowna. Zatem sita kazdego z nich, w tym réwniez sita kaz-
dego z duzych graczy, jest zerowa'’. Uwzglednienie dodatkowo ciaglosci (I) ze
wzgledu na ¢ pozwala na nastepujace stwierdzenie: skoro $rednia wartos¢ sity dane-
go gracza jest rowna frakcji jego wagi w sumie wszystkich wag, to w kazdej grze ist-
niejg takie reguly decyzyjne, dla ktérych sita gracza jest wieksza od udziatu jego wa-
gi w sumie wag. Przyklad 2 byt zresztg ilustracjg takiej gry. Nie ma mozliwosci, by
w tym skromnym artykule pozwoli¢ sobie na szczegdtowa prezentacje tego zagadnie-
nia. Te kwestie, jak rowniez wiele innych bardzo ciekawych aspektéw gier oceanicz-
nych — w tym m.in. gry z kilkoma oceanami, ktéra jest wariantem gry z jednym, ale
niejednolitym oceanem - analizowali Shapley z Milnorem w swojej pracy. Niewatpli-
wie warto po$wieci¢ tym twierdzeniom i ich interpretacji osobng publikacje.

5. Gry oceaniczne w naukach spotecznych. Bandwagon effect.

Tylko pozornie zastosowanie w naukach spolecznych modelu gier oceanicznych
jest fatwe i bezproblemowe. Nie wystarczy bowiem rozszerzy¢ krag zainteresowan
na sytuacje z udzialem bardzo wielu uczestnikéw procesu decyzyjnego. Oczekujemy
bowiem, Ze w naszej zbiorowosci decydenci nie tylko ,nie mogg ogarnaé wzrokiem”
ogdlu — muszg w swoim postepowaniu kierowacé si¢ konsekwentnie ustalonymi kryte-
riami - by¢ racjonalnymi graczami — oraz muszg mie¢ wiedze o mozliwych konse-
kwencjach réznych dziatan. Sg to zalozenia nieodtgczne analizie zagadnien zwigza-
nych z teorig gier. Dlatego podajac przyktady miejsc, w ktérych prezentowany model
moze mie¢ zastosowanie, wspomnialem o watpliwosciach co do pelnej stosowalnosci
modelu w niektérych z nich. Mozna sie spodziewa¢, ze akcjonariusze sa osobami, kto-
re zajmuja si¢ obrotem akcjami, by maksymalizowaé zyski — wygrywaé, za$ elektorzy
uczestniczacy w prawyborach intensywnie badajg rzeczywisto$¢, kierujg si¢ w znacz-
nej mierze interesem politycznym - lepiej by¢ przeciez w koalicji ze zwycigzcg niz
z przegranym. Mozna wigc od czlonkéw tych zbiorowosci oczekiwad racjonalnosci.
Nie da sie tego jednak tak fatwo powiedzie¢ na przyktad o sytuacji glosujacego w ogdl-
nonarodowym referendum, w ktérym wyborca czesto nie $ledzi aktualnego uktadu sit,
nie ma sprecyzowanych intereséw politycznych — model zaktadajacy jego racjonal-
no$¢ moze dawaé slabe przewidywania zachowan. Te ograniczenia nalezy miec¢
na uwadze, rozwazajac prezentowane zastosowania.

13 Uwazny czytelnik zauwazyt z pewnoscia, ze wynika z tego, iz w tej sytuacji sita oceanu jest rowna 1.
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Ponizej przedstawie zastosowanie modelu gier oceanicznych do analizy uwarun-
kowan jednego z bardziej interesujagcych zjawisk zachodzacych w sytuacji wyboréw
grupowych, znanego jako bandwagon effect, albo ,przeptywu do silniejszego”. Mozna
postawié pytanie: czy istnieje jaka$ granica, po ktdérej nastepuje owa ucieczka
- na przyklad przeptyw wyborcéw niezdecydowanych do elektoratu najsilniejszego
kandydata itp.? Kiedy zacznie si¢ przeptyw? W jakich warunkach niezdecydowani wy-
borcy nie przylacza sie do zadnego z konkurentéw? Zagadnienie to podjat Straffin
(19717, 1983), ilustrujagc danymi z prawyboréw przed wyborami prezydenckimi
w USA. Przedstawie t¢ propozycje, ilustrujgc aktualnymi danymi.

5.1. Bandwagon effect - zjawisko ,wozu z orkiestra”!*

Aby zilustrowa¢ zjawisko znane w naukach politycznych pod ta nazwg rozwazymy
nastepujacy przyklad.

Przyklad 3. Warunki przeplywu do silniejszego w grze skoficzonej

Wyobrazmy sobie sytuacje, gdy w jedenastoosobowym gronie o glosy szdstki nie-
zdecydowanych wyborcéw zabiega dwoch rywali cheacych zdoby¢ wigkszo$é: pierw-
szy z nich zebral juz poparcie trzech oséb, drugi - dwoch. Naszg sytuacje mozna
przedstawi¢ jako wazong gre wiekszoSci:

G=16;321,11,11,1]

Ze wzgledu na rywalizacje obu ,duzych” graczy mozna przyjaé, ze nie wejdg
wspdlnie do jednej koalicji. Sytuacja taka nazywana bywa stanem ,ktétni” miedzy ty-
mi graczami. To jednak nie wszystkie ograniczenia. W istocie rozwazaniom podlegac
powinny wylacznie te koalicje wygrywajace, ktére zawieraja dokladnie jednego (!)
,duzego” gracza — a wiec nie tylko wykluczamy mozliwos¢ wejscia obu ,duzych”
do jednej koalicji, ale réwniez utworzenie koalicji wygrywajacej przez samych ,ma-
lych” - jest bowiem tylko dwéch kandydatéw, na ktérych mozna oddaé glos. Uwazny
czytelnik z pewnoscig zauwazyl, ze nie méwilibySmy o drugim ograniczeniu, gdyby
laczna waga duzych graczy byta co najmniej réwna kwocie®. Gre z ,kl6tnig wylgcz-
nych konkurentéw” okreslimy jako gre typu KWK.

Widac tez, ze przylaczenie sie pojedynczego matego gracza nie sprawi, ze znajdzie
sie on w koalicji wygrywajacej. W jakich sytuacjach maly gracz moze zdecydowac si¢

14 Nazwa omawianego zjawiska pochodzi od idiomatycznego wyrazenia climb on the bandwagon. Wyrazenie to
nawigzuje do starego amerykanskiego zwyczaju wspinania si¢ wyborcéw chcacych wyrazié¢ poparcie dla po-
lityka na platforme ozdobnego wozu, gdzie grata orkiestra reklamujaca go.

15 Albo - co réwnowazne — taczna waga oceanu byla mniejsza od kwoty.
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przytaczy¢ do jednego z duzych? Mozna si¢ spodziewad, Ze nie stanie si¢ to w sytuacji,
gdyby jego znaczenie miato okazac sie mniejsze po fuzji — maly gracz ,nie zaprzeda
duszy” za darmo.

Mozna si¢ wiec spodziewad, ze bedzie kalkulowal nastgpujaco: ,przylacze sie
do duzego gracza, tylko jesli wzrost jego znaczenia, ktéry nastapi na skutek mojego
przylaczenia si¢ do niego, bedzie wigkszy niz moje znaczenie w sytuacji, gdy wystepu-
je niezaleznie.”

Maly gracz powinien wigc — poza gra przedstawiong powyzej — rozwazy¢ nastepu-
Jace gry:
G, =1[6;3+1,2,1,1,1,1,1] oraz G,=16;32+1,1,1,1,1,1].

W pierwszej sprawdzi, na ile moze wplynaé¢ na wzrost znaczenia gracza nr 1,
w drugiej — na wzrost znaczenia gracza nr 2.

Aby wyznaczy¢ warto$ci indeksu Shapleya-Shubika dla danej gry KWK trzeba wy-
kluczy¢ te uporzadkowania, w ktérych do gracza decydujacego wlacznie znajduja sie
,pokl6ceni” gracze oraz te, dla ktérych koalicja wygrywajaca sktada si¢ z samych ,ma-
tych”. Oto wektory indeksu Shapleya-Shubika graczy w poszczegdlnych grach przy za-
tozeniu stanu ,ki6tni i wytacznosci” konkurencyjnych graczy nrl i nr 2 (KWK)'®.

Warze G: f(G)=[%, 2,4 4,4 4 4 4

382382382387 38°38°38”381"

W grze G,: f(Gl)z[&iiiﬁﬁiU
1° .

2922914571457 145° 145 145

Werze Gy f(G,)=14,1, 4,4, 2, 2,2

5252252252252 25° 254"

Przyrost sily gracza nr 1 w wyniku fuzji z matym graczem (gra G,) wynosi

119 4
fl(Gl)_fl(G)_@>§~

Przyrost sily gracza nr 2 w wyniku fuzji z matym graczem (gra G,) wynosi

13 3
G)-£,(G)=—< >,
£2(G) = /(6) 190 ~ 38

16 Aby podkresli¢, ze warto$¢ indeksu sity Shapleya-Shubika zostanie wyznaczona dla gier o ograniczonych zbio-
rach dopuszczalnych koalicji (tu: gry typu KWK), zamiast oryginalnego ,¢” postugiwaé sie bede ,f”.

17 Warto zwréci¢ uwagg na paradoksalne konsekwencje wprowadzenia ograniczenia KWK w grze G,. Obserwu-
jemy w niej naruszenie monotonicznosci indeksu Shapleya-Shubika. Mimo wigkszej wagi gracza nr 2 niz wa-
gi malych graczy, zachodzi £,(G,) < f;(G,). W grach bez ograniczen zbioru dopuszczalnych koalicji indeks
Shapleya-Shubika jest monotoniczny.
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Maly gracz ma wigc mocny argument za przej$ciem do wiekszego z duzych gra-
czy. Czytelnik moze sam sprawdzié, ze po przylaczeniu sie pierwszego z matych gra-
czy do gracza nr 1 kolejny maly gracz bedzie mial jeszcze powazniejsze powody przy-
laczenia sie do najwiekszego.

Czy jednak zawsze oplaca sie mniejszym graczom przytacza¢ do wiekszych? Do-
$wiadczenie uczy, Ze nie jest to zjawisko powszechne - inaczej wynik rywalizacji byt-
by przesadzony zawsze na samym poczatku - w momencie gdy wiadomo by bylo, kto
ma wieksze poparcie. Czy istnieje jaka$ granica, za ktérg uruchamia si¢ 6w owczy ped
— bandwagon effect? Czy wreszcie da sie to zjawisko wyjasni¢ za pomocg modelu gier
kooperacyjnych?

Straffin (1983) zaproponowal sposéb wykorzystania modelu gier oceanicznych
do przedstawienia tego zjawiska dla duzej liczby graczy. Jest to sytuacja w istocie najbar-
dziej interesujgca — ustali¢, kiedy rozpocznie sie proces masowej ucieczki do wigkszego.

Rozwazamy pewng wazong oceaniczng gre wiekszosci z dwoma duzymi graczami

o wagach x iy oraz oceanem o wadze ot = 1 —x - y:
[c; x, y; .

Zapiszmy warunek konieczny do rozpoczecia przepltywu graczy z oceanu do jedne-
go z duzych graczy - bez naruszania ogélno$ci rozwazan przyjmijmy - do gracza x. Aby
nastapil odplyw pewnej ,grupki” Ax malych graczy do gracza x, spowodowany tym
przyrost sity'® x: f.(x + Ax,y) - f.(x,y) musi by¢ wigkszy od sily ,grupki” Ax wystepujace;
niezaleznie w oceanie. Jak okresli¢ site takiej ,kropli” oceanu? Ze wzgledu na symetri¢

wszystkich malych graczy sita pewnej frakeji oceanu Ax bedzie réwna temu samemu
udziatlowi w catkowitej sile oceanu: 4t F. Zatem mozemy zapisa¢ nasz warunek:

fx(X+Ax,y)—fx(x,y)>%F,

ktéry po przeksztatceniu mozemy zapisa¢ nastepujgco:

fx(x"'Axa)’)—fx(X,)’) >E
Ax o

Nas jednak interesuje sytuacja graniczna — uwarunkowania przeptywu do gracza
x bardzo malej czesci oceanu Ax — 0. Nasz warunek mozemy zatem zapisa¢ jako nie-
réwnos¢ z pochodng czastkowg po x:
a F
9 F
ox o

18 Pamigtamy, Ze jest to indeks sity Shapleya-Shubika przy ,ktétni i wytacznosci” x i y. Stad nadal oznaczam go litera f.
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Warunek konieczny przeplywu do gracza y, ze wzgledu na symetri¢ problemu, jest
analogiczny:

Jof, F
>
dy o

Warunki przedstawione powyzej sg sformutowane w postaci ogdlnej, dla dowolnej re-
guly decyzyjnej. Przyktady, ktérymi bede ilustrowat zastosowania tego podejscia, odwotu-
ja sie do sytuacji, w ktérych decyzje podejmowane sg wedlug zasady wiekszosci bez-
wzglednej, a wiec z kwotg ¢ = 1/2. Podobnie jak w grze o skonczonej liczbie graczy do wy-
znaczenia warto$ci indeksu Shapleya-Shubika wykorzystamy tylko te uporzadkowania,
ktére zakladajg wystepowanie tylko jednego z ,poktéconych” graczy w jednej koalicji.

Podobnie, jak w przypadku gier skoniczonych, nalezy rozwazy¢ osobno dwa przypadki:

(i) gdy taczna waga duzych graczy jest nie wigksza od kwoty — w naszym przy-
ktadzie x + y < 1/2,

(i) gdy taczna waga duzych graczy jest nie mniejsza od kwoty — w naszym przy-
ktadzie x + y > 1/2.

Przypadki nalezy odrézni¢ przede wszystkim ze wzgledu na inne typy wykluczo-
nych koalicji. W pierwszym bowiem, jak w przyktadzie 3, nie majg racji bytu koalicje
wygrywajace bez udziatu ktéregokolwiek z graczy x, y oraz koalicje z udzialem obu.
Natomiast w drugim przypadku ocean nie ma mozliwosci stworzy¢ koalicji wygrywa-
jacej — dlatego do wykluczenia pozostajg wytgcznie koalicje wygrywajace z udzialem
obu duzych graczy. Ponizsze rysunki przedstawiaja przyktadowe proporcje dla przy-
padku (i) oraz (ii). Na szaro (jednolity desen) zaznaczylem pola reprezentujace te ty-
py uporzadkowan (koalicje), ktére wyklucza przyjecie zalozenia KWK.

Rysunek 4. Ilustracja przypadku (i) x + y<1/2,  Rysunek 5. Ilustracja przypadku (ii) x + y > 1/2,
np. dla gry [50%; 30%,10%;60%] np. dla gry [50%; 40%,20%;40%]

wykluczone

0 1/2-x 1/72-y 1/2 1
o a o
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Poréwnujac rysunek 5 z rysunkiem 3, wida¢ na przyklad, ze dla przypadku (ii) si-
la graczy x i y bedzie inna niz w sytuacji klasycznej. Z jednej strony pola reprezentu-
jace uporzadkowania, dla ktérych x (analogicznie - y) jest graczem decydujacym,
zmniejszylo sie o potowe — wykluczylismy ,duzy tréjkat” pod przekatng (oraz ,maly
trojkat” nad przekatng). Zmniejszylo sie jednak réwniez taczne pole — wykluczylismy
przeciez czg¢$é uporzadkowan. Analogiczne rozwazania mozna przeprowadzi¢ dla
przypadku (i) - rysunek 4.

Najprosciej wyznaczy¢ wartosci indeksu sity Shapleya-Shubika dla gry typu KWK,
korzystajac z zaproponowanej przez Shapleya metody graficznej. Oto warto$ci po-
szczegblnych indeksow sily!”:

(i) dlax + y<1/2:

o x(I-x-2y) F= (1-2x)(1-2y)
f"_l—x—y—xz—y2 l-x—y—x"—y*’
(i) dlax +y > Vo
i = G-y’ Fe (1-2x)(1-2y) .
(= x=y) 20 -0G-Y) (I=x=y)*+2(3-0)(;~y)

Wyznaczenie wartosci indeksu sily dla gracza y nie przedstawia teraz zadnych
trudnosci - korzystajac z symetrii problemu, nalezy zastapi¢ w odpowiednich wyraze-
niach oznaczenie ,x” przez ,y” i odwrotnie.

Wyznaczenie odpowiednich pochodnych czgstkowych i rozwigzanie nieréwnosci
dla przypadkoéw (i) oraz (ii) prowadzi do wyznaczenia warunkéw dla wag graczy x iy,
dla ktérych spodziewamy sig, Ze racjonalni mali gracze uznaja, ze warto sie do jedne-
go z ,duzych” przylaczyé¢ - rozpocznie sie ,przeptyw” oceanu. Ilustracjg tych warun-
kéw sa odpowiednie obszary na ponizszym rysunku.

Poszczegblne osie rysunku 6 przedstawiajg wagi (udzialy) poszczegélnych duzych
graczy wyrazone w procentach. Poszczegdlne punkty uktadu wspétrzednych repre-
zentujg wiec rézne sytuacje, w zalezno$ci od wag graczy x i y. Figura zaznaczona
na rysunku na szaro (jednolity desen) ograniczona jest przez krzywg wyznaczong
na podstawie omowionych warunkéw, krzywg przeptywu?’. Obszar ten reprezentuje
te wagi duzych graczy, dla ktérych nie jest spelniony warunek odptywu oceanu
,W owczym pedzie za silniejszym”. Wzorkiem ,w drobng kratke” zaznaczytem obszar,
w ktérym mozna sie spodziewaé¢ odplywu do gracza y, za$ obszar bez zaznaczenia

19 Por. (Straffin, 1983: 285).
20 Ang. bandwagon curve.
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Rysunek 6. Obszary przeplywu i obszar stabilnosci oceanu
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przedstawia te sytuacje, w ktérych spodziewaé sie powinni$my zasilenia przez ocean
gracza x. Uwazniejsze przyjrzenie sie krzywej przeplywu sklania do interesujacych

i niebanalnych wnioskow:
* przeplyw jest mozliwy réwniez dla przypadku, gdy wagi duzych graczy stano-

wig niewielkg czes$¢ wszystkich wag,
* wymaga to jednak wigkszej przewagi jednego nad drugim niz w przypadku,
gdy suma wag duzych graczy przekroczy kwote (tu: potowe wszystkich wag),
o dla x + y > 1/2 krzywa przeplywu przyjmuje postaé prostej. Oto tatwa do in-

terpretacji posta¢ warunku przeptywu do gracza x:

N =

— >3+:1/ﬁ ~1.781%"

- X

[SE

Warunek ten oznacza, ze gracz x moze spodziewac¢ si¢ naptywu nowych zwolenni-
kéw, gdy do wigkszosci (osiggniecia kwoty) brakuje mu prawie dwukrotnie mniej niz

jego konkurentowi, graczowi y.

21 Przestawiong relacje mozna stosunkowo tatwo wyznaczy¢ analitycznie (por. Straffin, 1977, 1983). Krzywa
przeplywu dla x + y < 1/2 jest krzywa czwartego stopnia, na dodatek w postaci uwiktanej. Z tego wzgledu nie

podaje jej postaci analitycznej. Natomiast punkty tej krzywej dla x + y < 1/2 zostaly wyznaczone metodami

numerycznymi za pomocg programu przygotowanego przez dr. Marka Stycznia.
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Obserwacje te potwierdzajg postulat przedstawiony przy okazji przyktadu 3 - aby
uruchomié zjawisko doczepiania sie przeptywu do wigkszego, potrzeba odpowiedniej,
ustalonej przewagi.

5.2. Prawybory w USA

Straffin (1977, 1983) przedstawit zastosowanie zaprezentowanego modelu do in-
terpretacji wynikéw prawyboréw w Stanach Zjednoczonych. Zachecony jego obser-
wacjami zarejestrowalem ostatni etap pasjonujgcego wysScigu po prezydenckg nomi-
nacj¢ Partii Demokratycznej, ktéry rozegral sie przed ostatnimi wyborami prezydenc-
kimi w USA. O nominacje ubiegala sie dos§wiadczona senator stanu Nowy Jork, Hil-
lary Clinton, zona bylego prezydenta USA, i znacznie od niej miodszy, blyskotliwy,
czarnoskéry senator stanu Illinois, Barack Obama. Faworytka w tym wyscigu od po-
czatku byta Clinton. Zdecydowane zwyciestwo odnidst jednak 47-letni wéwczas sena-
tor Obama. W ostatnim okresie prawyboréw byla pierwsza dame¢ Ameryki zaczeli
opuszczaé nawet jej zdeklarowani zwolennicy.

Aby lepiej zrozumiec koleje loséw obojga kandydatéw, warto przyjrze¢ si¢ pokrot-
ce praktyce prawyboréw w USA. Wprawdzie o miejsce w Bialym Domu mogg sie
ubiega¢ zar6éwno kandydaci niezalezni, jak i wystawieni przez ktéra$ z wiodacych
partii Stanéw Zjednoczonych, jednakze, z wyjatkiem bezpartyjnego George'a Wa-
shingtona, nie zdarzylo sie w historii tego kraju, by jego prezydentem zostal kandydat
nie wystawiony przez jedng z dwéch gtéwnych partii. Od przeszto 140 lat Stanami
Zjednoczonymi kieruja wylacznie politycy rekrutujacy sie z Partii Republikanskiej lub
Partii Demokratycznej. Okres przedwyborczy dzieli siec na dwa etapy: prawybory,
podczas ktorych politycy ubiegajg sie 0 nominacje swojej partii na kandydata w wy-
borach prezydenckich, i wtasciwa kampanie wyborcza, w ktérej Partia Demokratycz-
na i Partia Republikanska wystawiajg po jednym kandydacie.

Prawybory majg charakter wyboréw posrednich. Politycy zabiegajg o poparcie dele-
gatéw partyjnych przypisanych poszczegdlnym stanom. Wielko$¢ poparcia delegatéw
decyduje na konwencji wyborczej o tym, kogo partia wystawi w wyborach. Prawybory
odbywaja sie we wszystkich stanach USA wedtug dwéch rodzajéw procedur réznigcych
sie stopniem otwarto$ci na ogét mieszkancow stanu: wstepnych wyboréw, zwanych pri-
maries oraz zamknigtych zebran dzialaczy partyjnych, tzw. caucuses. Procedury prawy-
boréw stosowane przez obie partie nieco si¢ r6znig. Ze wzgledu na charakter prezento-
wanych danych skupie si¢ na zasadach przyjetych w Partii Demokratycznej. W prawy-
borach czynne prawo wyborcze majg przede wszystkim zarejestrowani czlonkowie da-
nej partii, cho¢ w niektérych primaries moga uczestniczy¢ réwniez osoby bezpartyjne.
Wynik prawyboréw w danym stanie ma wplyw na to ilu delegatéw danego stanu poprze
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polityka. Cze$¢ delegatéw ma zasadniczo glosy zalezne od poparcia uzyskanego przez
polityka w prawyborach w danym stanie. Sg to tzw. przypisani delegaci?*. Demokraci
przyjeli zasadg, ze kandydaci otrzymujg glosy tych delegatéw proporcjonalnie do popar-
cia uzyskanego w prawyborach. Osobng kategorie stanowig czlonkowie partyjnego es-
tablishmentu danego stanu (kongresmani, gubernatorzy, byli prezydenci itp.), zwani su-
perdelegatami®. Ci maja glosy niezwigzane, zalezne od wlasnych sympatii. Oni tez sg
najbardziej podatni na ,powiew koniunktury” i sktonni do kalkulacji.

W ostatnich prawyborach Partii Demokratycznej uczestniczylo 4234 delegatéw,
jednakze przez znaczng cze$¢ ostatniego okresu prawyborczego, w zwigzku z kontro-
wersjami co do wazno$ci prawyboréw w kilku stanach, liczba delegatéw wynosi-
ta 4048. Zatem wiegkszo$¢ potrzebna do uzyskania nominacji byta réwna 2025.

Ponizszy rysunek przedstawia zebrane przeze mnie na biezaco wyniki obojga kan-
dydatow?.

Kropki na rysunku przedstawiajg procenty poparcia delegatéw dla obojga polity-
kéw w ciggu ostatnich pieciu miesiecy prawyboréw. Jak wida¢, w lutym szanse oboj-

Rysunek 7. Poparcie Baracka Obamy i Hillary Clinton od lutego do czerwca 2008 r.
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22 Ang. pledged delegates.

23 Ang. unpledged delegates.

24 Wyniki przedstawione na stronach CNN réznig sie nieco od zebranych przeze mnie. Uwzgledniajg bowiem
na przyklad ostateczne decyzje superdelegatow, podczas gdy moje zestawienia pozwalajg odtworzy¢ zmiany
ich decyzji w trakcie prawyboréw.
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ga byly wyréwnane, cho¢ w istocie Clinton miata juz okres triumfu za sobg. Barack
Obama systematycznie zwickszal swojg przewage nad rywalka. Oboje zyskiwali za-
réwno glosy delegatéw przypisanych, jak i glosy superdelegatéw w proporcjach bli-
skich wynikom uzyskiwanym w glosowaniach. Sytuacja zmienita si¢ drastycznie
w maju. Od tego czasu Obama nie tylko zyskiwat glosy delegatéw w stanach, w kt6-
rych wlasnie wygrywal glosowania. Zaczeli do niego przenosi¢ swoje glosy niektorzy
superdelegaci, ktérzy wczesniej popierali Clinton. Z przeszlo 1926 liczba popieraja-
cych jg delegatéw spadla ostatecznie do 1896. Warto podkresli¢ w tym miejscu, ze
w trakcie akcji wyborczej niezwykle rzadko zdarza sie, by delegat (a juz w zadnym ra-
zie tzw. delegat przypisany) przenidst swoje poparcie na innego kandydata, jesli wcze-
$niej juz kogo$ poparl. Wyjatek stanowig sytuacje po przekroczeniu odpowiedniej
frakcji poparcia, dobrze przyblizonej przez zaprezentowany model. W tym przypadku
mamy do czynienia wlasnie z takg sytuacjg. Warto podkresli¢, ze przedstawione zja-
wisko nastgpito, mimo ze Obama nie osiggnal jeszcze woéwczas wymaganej kwoty. Jak
widaé na rysunku 7, przewaga Obamy nad Clinton nie byla ogromna. Iloraz frakeji
gloséw brakujacych Clinton do 50 proc. do frakcji brakujacej do potowy Obamie,
6 maja osiggnal warto$¢ 1,89, czyli wiekszg niz wyznaczona w modelu wartosé 1,78.
Zmiany wartos$ci tego ilorazu dla obojga kandydatéw ilustruje ponizszy rysunek.

Rysunek 8. Wartosci ilorazéw (1/2 - y)/(1/2 - x) charakteryzujacych przewage poparcia Baracka
Obamy (x) nad poparciem Hillary Clinton (y) w okresie od lutego do czerwca 2008 r.
Przerywana linia zaznaczona zostala wartos¢ 1,78.
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Jak wida¢, po tej dacie kolejne wartosci ilorazu coraz szybciej ,oddalajg sie”
od 1,78. Do konca czerwca Obama przekroczyl wymagane 50 proc. poparcia, za$
na sierpniowej konwencji wyborczej zostat oficjalnie nominowany przez Parti¢ Demo-
kratyczng do wyScigu prezydenckiego.
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Wydaje sig, ze obserwacje powyzsze stang si¢ bardziej zrozumiate, gdy zauwazy¢,
ze punkt reprezentujgcy pierwsze majowe notowania jest pierwszym punktem, ktéry
,przekracza” krzywa przeptywu na rysunku 7, oznaczonym datg 6 maja 2008 r. By¢
moze zaobserwowane masowe przylaczanie si¢ do senatora z Illinois delegatéw nie-
zdecydowanych jest przyktadem przedstawionego przeze mnie zjawiska przeptywu
do silniejszego - bandwagon effect — ucieczka racjonalnego oceanu do duzego gracza?
Na uwage zastuguje jednak fakt ucieczki do Obamy réwniez niedawnych zwolenni-
kow jego rywalki. Tu, jak sie okazuje?’, gry oceaniczne réwniez mogg by¢ przydatnym
narzedziem do modelowania zjawisk decyzyjnych. Wybér optymalnego bloku (np.
grona delegatéw popierajgcych ktéregos z kandydatéw ubiegajacych sie o nominacje)
i uwarunkowania przeplywéw wyborcéw miedzy blokami to bez watpienia ciekawy
temat osobnej publikacji po§wieconej zastosowaniom tych interesujacych koncepcji.
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