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Wprowadzenie — modele teorii finansow

Teoria finanséw, zwana réwniez ekonomia finansowa, jest jednym z podsta-
wowych dzialdéw nauk ekonomicznych. W ostatnich kilkudziesigciu latach mozna
byto obserwowac znaczny rozwoj tej teorii. W ostatnim okresie rozwdj ten staje
si¢ coraz bardziej dynamiczny, migdzy innymi z powodu wzrostu znaczenia apli-
kacyjnego metod wypracowanych na gruncie teorii. W tym artykule przedstawi-
my uwagi dotyczace pewnych modeli wypracowanych w teorii finanséw. Modele
te moga by¢ traktowane jako modele decyzyjne, gdyz w bezposredni sposdb od-
nosza si¢ do decyzji finansowych, przede wszystkim tych decyzji, ktore podejmo-
wane s3 na rynku finansowym. Wtasciwe rozwazania poprzedzimy pewnymi syn-
tetycznymi uwagami dotyczacymi teorii finansow.
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Wspolczesna teoria finansow charakteryzuje si¢ nastgpujacymi cechami:

¢ wysoka precyzja i zaawansowanie tworzonych metod;

e duza zalezno$¢ narzgdzi teoretycznych od rozwoju technologii
komputerowych;

o latwa weryfikacja tworzonych metod na rynku finansowym;

e stymulowanie powstawiania nowych rozwiazan przez wyzwania
praktyki.

Bardzo duza czg$¢ osiagnigé teorii finans6w ma u podstaw mniej lub bardziej
zaawansowane narzedzia matematyczne. Naszym zdaniem, nalezy wyroznic trzy
podstawowe obszary teorii finanséw, w ktérych kluczowa role odgrywaja narze-
dzia matematyczne. Obszarami tymi sa:

¢ analiza finansowych szeregow czasowych;
e wycena instrumentow finansowych;
¢ analiza ryzyka finansowego

Pierwszy obszar jest czgsto nazywany ekonometria finansowa. Rozwazane sa
tutaj jednowymiarowe lub wiclowymiarowe finansowe szeregi czasowe, tzn. sze-
regi zawierajace ceny akcji, wartosci indekséw gietdowych, stopy procentowe,
kursy walutowe. Czg$ciej niz szeregi czasowe cen analizuje si¢ szeregi czasowe
stop zwrotu oraz szeregi czasowe zmiennosci, przy czym zazwyczaj zmiennos¢é
mierzona jest poprzez odchylenie standardowe stop zwrotu. Sa dwa glowne cele
realizowane przez modele ekonometrii finansowe;j:

e weryfikacja hipotez ekonomii finansowej na podstawie danych
empirycznych;

e analiza danych empirycznych w celu identyfikacji pewnych
prawidlowosci, ktore moglyby stanowi¢ podstawe¢ do podejmowania
decyzji.

Nalezy stwierdzi¢, iz modele zaliczane do tej grupy w zasadzie nie sa stricte
modelami decyzyjnymi. Jednak mozna je nazwa¢ modelami wspierajacymi podej-
mowanie decyzji, gdyz:

e prognoza ceny wyznaczona na podstawie modelu ceny lub modelu stopy
zwrotu dostarcza danych do podjgcia decyzji o zakupie lub sprzedazy
instrumentu finansowego;

e oOszacowanie miary zmienno$ci na podstawie modelu umozliwia
okreslenie poziomu ryzyka instrumentu finansowego, co ma istotne
znaczenie przy podejmowaniu decyzji finansowych dotyczacych
transferu ryzyka;

e o0szacowanie miary zmiennosci na podstawie modelu umozliwia wyceng
instrumentu pochodnego (opcji) stosowanego w celach
zabezpieczajacych.
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Przeglad bardziej zaawansowanych modeli analizy finansowych szeregdéw cza-
sowych znajduje si¢ na przykltad w pracach nastepujacych autoréw: Mills (1999),
Tsay (2002), Chan (2002), Brooks (2002).

Drugi obszar zawiera modele wyceny instrumentéw finansowych. Modele te
umozliwiaja okreslenie ceny instrumentu finansowego, po ktorej to cenie powin-
ny by¢ zawierane transakcje przez posiadajacych informacje racjonalnych inwe-
storow na rynku znajdujacym si¢ w rownowadze.

Wsrod tych modeli wyrdznia si¢ dwa podstawowe podejscia:

e wycena dochodowa (wywodzaca si¢ z koncepcji rownowagi), w ktorej
warto$¢ instrumentu finansowego jest okreslona jako dzisiejsza warto$é¢
(Present Value) przyszlych przepltywow pienigznych zwigzanych
z posiadaniem instrumentu finansowego; wycena dochodowa
najczesciej stosowana jest poprzez metod¢ zdyskontowanych
przeplywow pienigznych stuzaca do wyceny instrumentow dtuznych lub
akceji;

e wycena arbitrazowa (wywodzaca si¢ z koncepcji arbitrazu), w ktorej
warto$¢ instrumentu finansowego okre§lona jest w taki sposob, iz nie
jest mozliwe dokonanie transakcji dajacej dochod arbitrazowy (dodatni
przychod bez ponoszenia ryzyka i naktadu poczatkowego); wycena
arbitrazowa stosowana jest najczesciej w metodzie wyceny opcji (por.
Black, Scholes 1973, Merton 1973).

Modele wyceny mozna traktowaé jako modele wspierajace decyzje zakupu lub
sprzedazy instrumentu finansowego. Oprocz tego mozna je traktowaé jako mode-
le rownowagi uksztaltowanej w wyniku podejmowania decyzji przez uczestnikow
rynku. Jest tak, gdyz uczestnicy rynku, dokonujacy wyceny poprzez dziatania
wynikajace z podjetych decyzji, doprowadzaja (wedlug modeli wyceny) do row-
nowagi na rynku danego instrumentu finansowego.

Trzeci obszar zawiera modele stosowane w analizie ryzyka finansowego. Mo-
dele te umozliwiaja okreslenie ryzyka instrumentu finansowego badz ryzyka in-
stytucji. Sa to przede wszystkim metody analizy dwoch rodzajow ryzyka. Sa ni-
mi:

e ryzyko rynkowe — ryzyko wynikajace ze zmian cen na rynkach
finansowych (zmian cen akcji, zmian stop procentowych, zmian kursow
walutowych);

e ryzyko kredytowe — ryzyko wynikajace z mozliwosci niedotrzymania
warunkow przez druga strong kontraktu finansowego.
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Modele stosowane w analizie ryzyka finansowego sa to gtownie:

e modele pomiaru ryzyka; nie sa to stricte modele decyzyjne, ale modele
wspierajace decyzje dotyczace transferu ryzyka do innego podmiotu
finansowego — opis najwazniejszych typow modeli pomiaru ryzyka
znajduje si¢ w pracy: Crouhy, Galai, Mark (2001);

e modele podejmowania decyzji w warunkach ryzyka, sa to typowe
modele decyzyjne, w ktérych zastosowanie ma konkretne kryterium
podlegajace optymalizacji, o tego typu modelach traktuje czgs¢
ponizszych rozwazan.

Wynika z tego, ze podstawowe modele decyzyjne, wystgpujace w teorii finan-
sow, sa to modele podejmowania decyzji w warunkach ryzyka. Jak przy tym wia-
domo z teorii podejmowania decyzji, wyrdznia si¢ zasadniczo dwie grupy modeli
podejmowania decyzji:

e modele normatywne, w ktorych przedstawia si¢ zasady, ktoérymi
POWINIEN SIE KIEROWAC racjonalny decydent, w tym wypadku
podejmujacy decyzje na rynku finansowym;

e modele opisowe, w ktorych przedstawia si¢ zasady, ktérymi w istocie
KIERUJE SIE decydent, w tym wypadku podejmujacy decyzje na rynku
finansowym.

Modele normatywne sa bardzo rozpowszechnione w teorii finansow. W mode-
lach tych zaktada sig, ze podmiot podejmujacy decyzj¢ kieruje si¢ zasadami racjo-
nalno$ci. Podstawowym narzedziem teoretycznym, wykorzystywanym w norma-
tywnych modelach podejmowania decyzji, jest pojecie rozktadu zmiennej loso-
wej. Przy tym istnieja r6zne mozliwosci okreslenia zmiennej losowej, ktorej roz-
ktad jest analizowany. W szczegélnos$ci analizowane moga by¢ nastgpujace
zmienne losowe:

e warto$¢ konicowa inwestycji;

e zmiana warto$ci inwestycji w stosunku do warto$ci poczatkowej;

e odchylenie warto$ci koncowej inwestycji od wymaganej wartosci
koncowej inwestycji;

e stopa zwrotu inwestycji;

e wzgledne odchylenie wartosci koncowej inwestycji od wymaganej
wartosci koncowej inwestycji.

Wynika z tego, iz podejmowanie decyzji w zakresie wyboru inwestycji polega
na poréwnaniu rozktadow spotykanych w inwestycjach, np. rozktadow stép zwro-
tu inwestycji. Jedna z najbardziej ogdlnych, proponowanych w teorii metod wy-
boru inwestycji, jest metoda stochastycznej dominacji. Metoda ta polega na po-
rownywaniu dystrybuant rozktadow stop zwrotu inwestycji. Czgsto zamiast po-
rownywania catych rozktaddéw stdp zwrotu inwestycji pordéwnuje si¢ jedynie para-
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metry rozkladu. Najbardziej znane jest oczywiscie podejscie zaproponowane
przez Markowitza (por. Markowitz 1952), w ktéorym analizowane sa:

e oczekiwana stopa zwrotu inwestycji, traktowana jako miara dochodu;
e odchylenie standardowe stopy zwrotu, traktowane jako miara ryzyka.

Jak wiadomo, analiza decyzji finansowych, podejmowanych w praktyce,
wskazuje, iz moga by¢ one rozne od decyzji wynikajacych z modeli normatyw-
nych. Problemem tym zajmuja si¢ modele opisowe. Mimo to czgsto przyjmuje si¢
kryterium oczekiwanej uzyteczno$ci. W tym podejsciu zamiast rozktadu stop
zwrotu inwestycji lub rozktadu wartosci koncowej inwestycji analizuje sig roz-
ktad uzytecznosci i stwierdza sig, ze podmioty staraja si¢ maksymalizowac ocze-
kiwang uzytecznos¢, czyli warto$¢ oczekiwana rozktadu uzytecznosci.

W dalszej czesci artykutu pokazemy, jak w kategoriach oczekiwanej uzytecz-
nosci mozna opisa¢ podstawowe decyzje finansowe.

Podstawowe decyzje finansowe

Przedstawimy teraz podstawowe rodzaje decyzji finansowych. Proponowany
podziat tych decyzji z jednej strony odzwierciedla rzeczywiste sytuacje praktycz-
ne, z drugiej strony pozwala na zastosowanie jednolitej koncepcji teoretycznej
w prostym modelu decyzyjnym. Nalezy zauwazy¢, iz wszystkie omawiane rodza-
je decyzji finansowych realizowane sa za pomoca kontraktéw finansowych mig-
dzy dwiema stronami, czg¢sto przyjmujacych posta¢ instrumentow finansowych.
Przy omawianiu decyzji odrgbnie rozpatrzymy rynek pierwotny oraz (jesli wyste-
puje) rynek wtorny. Rynek pierwotny to zawarcie kontraktu finansowego, co
oznacza pierwsza transakcj¢ kupna-sprzedazy instrumentu finansowego. Rynek
wtorny to obrot instrumentem finansowym, czyli kolejne transakcje kupna-
sprzedazy instrumentu finansowego.

Naszym zdaniem, ogo6t decyzji finansowych mozna podzieli¢ na dwie grupy:

e decyzje w zakresie transferu kapitatu;
e decyzje w zakresie transferu ryzyka.

Transfer kapitatu jest to klasyczna transakcja finansowa, czgsto dokonywana
na rynku finansowym poprzez operacj¢ kupna lub sprzedazy instrumentu finanso-
wego. W tej transakcji wystepuja dwie strony (stosujemy tu standardowa termino-
logi¢ finansowa):

o strona dluga, udostepniajaca kapitat;
e strona krotka, pozyskujaca kapitat.
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W tej transakcji strona dluga podejmuje decyzj¢ inwestowania, zas strona krot-
ka decyzj¢ finansowania. Narzgdziem transferu kapitatu jest instrument finanso-
Wy, przy czym sa dwie grupy instrumentow:

e dhuzny instrument finansowy (obligacja, instrument rynku pienig¢znego);
o wilascicielski instrument finansowy (akcja, udziat).

Transfer ryzyka jest to transakcja finansowa, dokonywana na rynku finanso-
wym poprzez operacj¢ kupna-sprzedazy opcji (a wigc szczegbdlnego instrumentu
finansowego), badz na rynku ubezpieczeniowym poprzez operacje kupna/
sprzedazy polisy ubezpieczeniowej. W transakcji tej wystgpuja dwie strony:

e strona dtuga, przekazujaca ryzyko;
e strona krotka, przejmujaca ryzyko.

W transakcji transferu ryzyka strona dtuga podejmuje decyzj¢ ubezpieczajaca
(w finansach nazywana rowniez zabezpieczajaca), zas strona krotka decyzje ubez-
pieczeniowa. Narzedziem transferu ryzyka moga by¢:

e opcja, podstawowy pochodny instrument finansowy;
e polisa ubezpieczeniowa.

Nalezy zwroci¢ uwage na to, iz transakcja polegajaca na transferze kapitalu
zawiera w istocie rowniez transfer ryzyka, gdyz strona krotka (finansujaca si¢)
przekazuje ryzyko stronie dlugiej (inwestujacej). W przypadku dtuznych instru-
mentow finansowych jest to ryzyko niedotrzymania warunkéw (ryzyko kredyto-
we), cho¢ moze do tego dojs¢ réwniez ryzyko stopy procentowej (ryzyko rynko-
we). W przypadku wiascicielskich instrumentoéw finansowych jest to ryzyko cen
akeji (ryzyko rynkowe). Wynika z tego, iz transakcja transferu kapitatu obejmuje
dwie czesci:

e transfer kapitatu wolnego od ryzyka;
o transfer ryzyka.

W takiej sytuacji stopa procentowa, odzwierciedlajaca cene kapitatu, sklada
si¢ z dwoch czesci: stopy wolnej od ryzyka i premii za ryzyko.

Obecnie przedstawimy charakterystyke obu rodzajow decyzji podejmowanych
na rynku pierwotnym i rynku wtérnym.

Transfer kapitalu — rynek pierwotny

Transakcje transferu kapitatu na rynku pierwotnym polegaja na zakupie przez
strong inwestujaca instrumentéw finansowych (dtuznych lub wlascicielskich) wy-
emitowanych przez strong finansujaca sig. [lustracja transakcji przedstawiona jest
na rysunku 1.
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Rysunek 1

Transfer kapitatu na rynku pierwotnym

1A. W momencie emisji instrumentu finansowego

kapitat

A\ 4

instrument finansowy

A

o>

ryzyko

A

1B. W momencie wykupu (dotyczy instrumentéw dtuznych)

instrument finansowy N

» kapital
A cena kapitatu wolnego od ryzvka B

premia za ryzyko

Jak wida¢, w momencie zawarcia transakcji strona A przekazuje kapital stro-
nie B kupujac instrument finansowy, za$ dodatkowo strona B przekazuje stronie
A ryzyko (rysunek 1A). Z kolei w momencie wykupu (rysunek 1B) nastepuje wy-
kup instrumentu finansowego, za$ strona B ptaci ceng kapitatu wolnego od ryzyka
oraz premig za ryzyko. Nalezy tu doda¢ dwa istotne fakty:

o rysunek 1B dotyczy jedynie dtuznych instrumentéw finansowych; jesli
chodzi o wiascicielskie instrumenty finansowe, to nie istnieje moment
wykupu, a dla strony inwestujacej zakonczenie inwestycji moze nastapié
jedynie na rynku wtornym (o czym dalej);

o formalnie cena kapitalu wolnego od ryzyka i premia za ryzyko moga
by¢ placone w postaci wielu przeptywow pieni¢znych w réznych
terminach przed terminem wykupu — dotyczy to instrumentéw dtuznych
ptacacych odsetki.

Transfer kapitatlu — rynek wtorny

Transakcje transferu kapitatu na rynku wtdérnym polegaja na kupnie-sprzedazy
instrumentow finansowych, przy czym w przypadku instrumentéw dluznych
transakcje te maja miejsce tylko w okresie przed terminem wykupu. Dla strony
sprzedajacej oznacza to zakonczenie inwestycji, za$ dla strony kupujacej oznacza
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to rozpoczecie inwestycji. W ten sposob strona kupujaca staje si¢ strona dtuga na
rynku pierwotnym — dotyczy to jedynie dtuznych instrumentéw finansowych. Ilu-
stracja transakcji przedstawiona jest na rysunku 2.

Rysunek 2

Transfer kapitatu na rynku wtérnym

2A. W momencie transakcji

instrument finansowy

4

kapitat
A cena kapitatu wolnego od rvzvka C

A

premia za rvzyko

A

2B. W momencie wykupu (dotyczy instrumentow dtuznych)

instrument finansowy o
» kapitatl
C P cena kapitalu wolnego od rvzvka B
premia za ryzyko

Jak wida¢, w momencie zawarcia transakcji strona A przekazuje instrument
finansowy stronie C, za$ strona C placi ceng kapitatu wolnego od ryzyka oraz pre-
mig za ryzyko (rysunek 2A). Z kolei w momencie wykupu (rysunek 2B) nastepuje
wykup instrumentu finansowego, za$ strona B placi ceng kapitalu wolnego od
ryzyka oraz premig za ryzyko stronie C (ktora zastapita w kontrakcie finansowym
strong A).

Przyklad

Klasycznym przyktadem transferu kapitatu sa transakcje na rynku obligacji.
Na rynku pierwotnym strona krétka emituje obligacje, za$ strona dluga ja kupuje.
W ten sposob strona krotka przekazuje ryzyko stronie dlugiej, za$ strona dluga
przekazuje kapitat stronie krotkiej. W terminie wykupu obligacji nastepuje trans-
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akcja odwrotna. Z kolei na rynku wtérnym posiadacz obligacji sprzedaje ja inne-
mu podmiotowi, ktdry w ten sposob staje si¢ strona dluga w stosunku do emitenta
obligacji.

Transfer ryzyka — rynek pierwotny

Transakcje transferu ryzyka na rynku pierwotnym polegaja na sprzedazy poli-
sy ubezpieczeniowej badz na wystawieniu (co jest rOwnowazne ze sprzedaza)
opcji. llustracja transakcji przedstawiona jest na rysunku 3.

Rysunek 3

Transfer ryzyka na rynku pierwotnym

opcia lub polisa

A rvzvko B

premia za rvzyko

\ 4

A

Jak widaé¢, w momencie zawarcia kontraktu strona A, bgdaca ubezpieczycie-
lem, sprzedaje instrument finansowy (opcjg) badz polisg ubezpieczeniowa stronie
B, bedacej ubezpieczajacym. W zamian za to przejmuje od strony B ryzyko
1 otrzymuje premi¢ za ryzyko. W takiej sytuacji strona B otrzymuje prawo, zas$
strona A podejmuje zobowiazanie. Zauwazmy, ze transferowane ryzyko moze tu
mie¢ bardzo r6zny charakter, w przypadku opcji jest to z reguly ryzyko rynkowe.

Transfer ryzyka — rynek wtérny

Transakcje transferu ryzyka na rynku wtornym dotycza jedynie opcji, gdyz
w przypadku polisy ubezpieczeniowej rynek wtorny nie wystepuje. Transakcje te,
to po prostu kupno-sprzedaz opcji. Ilustracja transakcji przedstawiona jest na ry-
sunku 4.

Jak wida¢, strona B sprzedaje instrument finansowy stronie C, otrzymujac
w zamian premi¢ za ryzyko. W ten sposob strona C staje si¢ ubezpieczajacym,
otrzymujac prawo. Oczywiscie strona, ktora podjgla zobowigzanie, jest w dal-
szym ciagu strona A.
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Przyklad

Klasycznym przyktadem transferu ryzyka sa transakcje na rynku opcji. Na
rynku pierwotnym strona krotka wystawia opcje, za$ strona dluga ja kupuje.
W ten sposob strona krotka przejmuje ryzyko od strony dlugiej. Z kolei na rynku
wtornym posiadacz opcji sprzedaje ja innemu podmiotowi, ktory w ten sposob
staje sig¢ strona dtuga w stosunku do wystawiajacego opcje.

Rysunek 4

Transfer ryzyka na rynku wtérnym

A

B opcia

premia za rvzvko

A rvzvko C

Na zakonczenie warto wspomnie¢, iz moze rowniez wystgpowaé dwustronny
transfer ryzyka, czyli wymiana ryzyka. Tego typu transakcja polega na tym, iz
jedna strona przekazuje drugiej stronie jeden rodzaj ryzyka, za§ w zamian przej-
muje od niej inny rodzaj ryzyka. Mamy z taka transakcja do czynienia w kontrak-
tach terminowych (futures, forward) i kontraktach typu swap. Na przyktad w wa-
lutowym kontrakcie terminowym jedna strona przekazuje drugiej ryzyko wzrostu
kursu walutowego, przejmujac od tej strony ryzyko spadku kursu walutowego.
W dalszym ciagu nie bedziemy si¢ zajmowac tego typu transakcjami, gdyz mozna
je analizowac¢ jako kombinacj¢ dwoch kontraktow transferu ryzyka.

Jak wynika z powyzszych rozwazan, w zasadzie prawie wszystkie transakcje
finansowe sa transakcjami zawierajacymi transfer ryzyka. Oznacza to, iz decyzje
finansowe sa decyzjami dotyczacymi ryzyka. Dotyczy to zarowno klasycznych
decyzji w zakresie transferu ryzyka (decyzja ubezpieczajaca lub decyzja ubezpie-
czeniowa), jak i decyzji w zakresie transferu kapitatu (decyzja inwestowania lub
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decyzja finansowania). W nastgpnym punkcie przedstawimy formalna koncepcje
analizy tych decyzji w kategoriach funkcji uzytecznosci.

Decyzje finansowe a teoria uzytecznosci

Przedstawione powyzej podstawowe decyzje finansowe moga by¢ analizowa-
ne w kategoriach funkcji uzytecznosci. Jak juz wskazywali§my, teoria uzyteczno-
$ci jest czgsto stosowana koncepcja teorii podejmowania decyzji. Przedstawimy
teraz sposob analizowania oméwionych decyzji finansowych w kontekscie ocze-
kiwanej uzytecznosci.

Rozpatrywaé bedziemy dwa rodzaje decyzji, ktére umownie nazywamy inwe-
stycja 1 ubezpieczeniem. W inwestycji wystgpuja dwie strony: kupujacy inwesty-
cje (inwestujacy) i sprzedajacy inwestycje (na rynku pierwotnym jest to strona
finansujaca sig). W ubezpieczeniu za$ stronami sa: ubezpieczajacy (kupujacy
opcj¢ lub polise ubezpieczeniowa) i ubezpieczyciel (wystawiajacy opcje lub
sprzedajacy polis¢ ubezpieczeniowq).

W naszych rozwazaniach ryzyko formalnie opisywane bedzie, tak jak to zwy-
kle czyni sig, za pomoca zmiennej losowej, ktorej wartos¢ oczekiwana jest skon-
czona (dodatnia lub ujemna). Czasem t¢ zmienng losowa przedstawia si¢ za po-
moca loterii, mowiac, ze kupno lub sprzedaz ryzyka jest to kupno lub sprzedaz
loterii. Przedstawimy teraz pewne podstawowe pojgcia zwiazane z transferem

ryzyka.

Przy tym w ponizszych rozwazaniach wprowadzone sa nast¢pujace oznacze-
nia:

U — funkcja uzytecznosci, przyporzadkowujaca wartosci kapitalu wartos¢ uzy-
tecznosci danego podmiotu;

W, — wielko$¢ kapitatu w wypadku niepodejmowania ryzyka;
X — zmienna losowa, odzwierciedlajaca podejmowanie ryzyka, czyli loterig.

Pierwszym pojeciem jest rownowaznik pewnosci (certainty equivalent). Defi-
niuje si¢ go za pomoca nastgpujacej zaleznosci:

UWw")=EU (W, + X)) M
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Przy tym:
W — rownowaznik pewnosci.

Ze wzoru (1) wynika, ze rownowaznik pewnosci jest to taka warto$¢ kapitatu
osiagnigta bez ponoszenia ryzyka, ktorej uzyteczno$¢ jest taka sama, jak oczeki-
wana uzytecznos¢ wartosci kapitatu w sytuacji ponoszenia ryzyka, tzn. posiadania
loterii.

Réwnowaznik pewnos$ci mozna wyrazi¢ w sposob bezposredni nastgpujacym
wzorem:

w' =U"(EU (W, + X)) (2)

Nastepnym rozpatrywanym pojeciem jest tzw. cena sprzedazy loterii (asking
price), dana nast¢pujacym wzorem:

U, Wy, + Pa) = EU, (W, + X)) 3)
Lub w sposob bezposredni:

P =W —W, (4)

a

Gdzie:

U, — funkcja uzytecznosci sprzedajacego loterig;
- W,, wielkos¢ kapitatu sprzedajacego loterig;
Pa — cena sprzedazy loterii.

Cena sprzedazy loterii jest to minimalna cena, po jakiej podmiot posiadajacy
t¢ loterig jest ja sktonny sprzeda¢. Warto rozpatrzy¢ dwie szczegdtowe interpreta-
cje tego pojecia.

Cena sprzedazy loterii w inwestycji. Warto$¢ oczekiwana loterii jest tutaj do-
datnia, a zatem loteria przynosi dochdd (oczekiwany). Cena sprzedazy loterii jest
to liczba dodatnia. Jest to minimalna cena, po jakiej sprzedajacy inwestycje
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(inaczej: sprzedajacy loteri¢) jest ja sklonny sprzeda¢ kupujacemu inwestycje
(inaczej: kupujacemu loterig).

Cena sprzedazy loterii w ubezpieczeniu. Warto§¢ oczekiwana loterii jest tutaj
ujemna, a zatem loteria przynosi strate¢ (oczekiwana). Cena sprzedazy loterii jest
to liczba ujemna. Formalnie jest to minimalna cena, po jakiej sprzedajacy loterig
(ubezpieczajacy sig) jest ja skltonny sprzeda¢ kupujacemu loterig
(ubezpieczycielowi). Z uwagi na to, ze jest to liczba ujemna, sensowna jest nastg-
pujaca interpretacja w odniesieniu do warto$ci bezwzglednej tej liczby: jest to
maksymalna cena, jaka ubezpieczajacy si¢ (inaczej: sprzedajacy loterig) jest
sktonny zaptaci¢ ubezpieczycielowi (inaczej: kupujacemu loteri¢) za pozbycie si¢
loterii.

Jesli zatozymy, ze funkcja uzytecznosci jest wklgsta (co odpowiada awersji do
ryzyka), wowczas zachodzi (z nieréwnosci Jensena):

EU, Wy, + X)) U, (E(Wp, + X)) =U, (W, +E(X))
Z tego wynika, ze:
Ua(WOa + pa) < Ua(WOa + E(X))

Poniewaz zazwyczaj zaklada sig, ze funkcja uzyteczno$ci jest rosnaca, otrzy-
mujemy:

WOa + pa < WOa + E(X)
Z czego wynika, zZe:

P <E(X) )

Przyklad

Rozpatrzymy logarytmiczna funkcje uzytecznos$ci, dana nastgpujacym
wzorem:

U(w)=Inw
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Pod uwage wezmiemy dwie loterie, odzwierciedlajace inwestycje i ubezpie-
czenie.

Loteria w inwestycji

Podmiot dysponuje kapitatem w wysokosci 100. Ryzyko (loteria) odzwiercie-
dlane jest przez zmienna losowa, ktora moze przyja¢ dwie wartosci, —20 i 80, obie
z prawdopodobienstwem 0,5. Wynika z tego, ze warto$¢ koncowa kapitatu moze
przyja¢ dwie warto$ci: 80 i 180, obie z prawdopodobienstwem 0,5. Po podstawie-
niu do wzoru (1) otrzymujemy:

Inw” = 0,5In(80) + 0,5In(180) = 4,787
w* =120

Warto$¢ oczekiwana loterii wynosi 30. Rownowaznik pewnosci wynosi 120.
Po podstawieniu do wzoru (4) otrzymujemy:

p, =120 100 =20

Wynika z tego, ze minimalna cena, po jakiej sprzedajacy inwestycje jest skton-
ny sprzeda¢ kupujacemu inwestycj¢ wynosi 20. Jest to mniej niz oczekiwana war-
tos¢ loterii wynoszaca 30.

Loteria w ubezpieczeniu

Podmiot dysponuje kapitatem w wysokosci 100. Ryzyko (loteria) odzwiercie-
dlane jest przez zmienna losowa, ktéra moze przyja¢ dwie wartosci, —40 i 0, obie
z prawdopodobienstwem 0,5. Wynika z tego, ze wartos¢ koncowa kapitatu moze
przyjac¢ dwie wartosci: 60 i 100, obie z prawdopodobienstwem 0,5. Po podstawie-
niu do wzoru (4) otrzymujemy:

Inw" = 0,5In(60) + 0,5In(100) = 4,350
W' =77,46

Warto$¢ oczekiwana loterii wynosi —20. Rownowaznik pewnosci wynosi
77,46. Po podstawieniu do wzoru (4) otrzymujemy:
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p, =77,46-100 = —22,54

Wynika z tego, ze maksymalna cena, po jakiej ubezpieczajacy jest sktonny
pozby¢ sig ryzyka, wynosi 22,54. Wida¢, ze —22,54 jest to mniej niz oczekiwana
warto$¢ loterii wynoszaca —20.

Nastgpnym rozpatrywanym pojgciem jest tzw. cena kupna loterii (bid price),
dana nastgpujacym wzorem:

U, (W) = EU, (W, + X = py)) (6)

Gdzie:
U, - funkcja uzytecznosci kupujacego loterig;
W, — wielkos¢ kapitalu kupujacego loterig;

Py — cena kupna loterii.

Cena kupna loterii jest to maksymalna cena, po jakiej podmiot chcacy posia-
da¢ loterig jest ja sktonny kupi¢. Warto tu rozpatrzy¢ dwie szczegdlowe interpre-
tacje tego pojecia.

Cena kupna loterii w inwestycji. Warto$¢ oczekiwana loterii jest tutaj dodat-
nia, a zatem loteria przynosi dochéd (oczekiwany). Cena kupna loterii jest to licz-
ba dodatnia. Jest to maksymalna cena, po jakiej kupujacy inwestycje (inaczej:
kupujacy loterig) jest ja sklonny kupi¢ od sprzedajacego inwestycje (inaczej:
sprzedajacego loterig).

Cena kupna loterii w ubezpieczeniu. Warto§¢ oczekiwana loterii jest tutaj
ujemna, a zatem loteria przynosi strat¢ (oczekiwana). Cena kupna loterii jest to
liczba ujemna. Formalnie jest to maksymalna cena, po jakiej kupujacy loterig
(ubezpieczyciel) jest ja sktonny kupi¢ od sprzedajacego loteri¢ (ubezpieczajacego
si¢). Z uwagi na to, ze jest to liczba ujemna, sensowna jest nastgpujaca interpreta-
cja w odniesieniu do wartosci bezwzglednej tej liczby: jest to minimalna cena,
jaka ubezpieczyciel (inaczej: kupujacy loterig) jest sklonny zaakceptowaé od
ubezpieczajacego sig (inaczej: sprzedajacego loteri¢) za przyjecie loterii.
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Jesli zatozymy, ze funkcja uzytecznosci jest wklgsta (co odpowiada awersji do
ryzyka), wowczas zachodzi (z nierownosci Jensena):

E(Ub(WOb +X - pb))gub(E(Wob +X - pb)):Ub(WOD — Pyt E(X))

Z tego wynika, ze:
Uy (Wop ) Uy (W, — P, + E(X))

Poniewaz zazwyczaj zaklada si¢, ze funkcja uzyteczno$ci jest rosnaca, otrzy-
mujemy:

Wop, < Wy, — Py + E(X)
Z czego wynika, zZe:

Py < E(X) (7)

Przyklad

Rozpatrzymy (podobnie jak w poprzednim przyktadzie) logarytmiczna funkcje
uzytecznos$ci. Pod uwage wezmiemy dwie loterie, te same co w poprzednim przy-
ktadzie, odzwierciedlajace inwestycj¢ i ubezpieczenie.

Loteria w inwestycji

Podmiot dysponuje kapitatem w wysokosci 100. Wartos¢ oczekiwana loterii
wynosi 30. Po podstawieniu do wzoru (6) otrzymujemy:

In(100) = 0,5In(80— p, ) +0,5In(180— p, )
Rozwiazujac powyzsze rownanie otrzymujemy:

P, =18,19
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Wynika z tego, ze maksymalna cena, jaka kupujacy inwestycje jest sklonny
zaptaci¢ za inwestycje, wynosi 18,19. Jest to mniej niz oczekiwana warto$¢ loterii
wynoszaca 30.

Loteria w ubezpieczeniu

Podmiot dysponuje kapitalem w wysokosci 100. Wartos¢ oczekiwana loterii
wynosi —20. Po podstawieniu do wzoru (6) otrzymujemy:

In(100) = 0,51n(100— p, ) +0,51n(60— p,)
Rozwiazujac powyzsze rdwnanie otrzymujemy:
p, =—21,98

Wynika z tego, ze minimalna cena, po jakiej ubezpieczyciel jest sktonny prze-
jac ryzyko, wynosi 21,98. Wida¢, ze —21,98 jest to mniej niz oczekiwana warto$¢
loterii wynoszaca —20.

Nieréownosci dane wzorami (5) i (7) wskazuja, Ze cena sprzedazy loterii i cena
kupna loterii sa nie wigksze niz warto$¢ oczekiwana loterii. Warto si¢ jeszcze za-
stanowi¢, czy istnieje zaleznos¢ migdzy cena kupna loterii i ceng sprzedazy lote-
ril.

Loteria w inwestycji

Cena sprzedazy loterii w inwestycji jest to minimalna cena, po jakiej sprzeda-
jacy przedmiot inwestycji jest go sktonny sprzeda¢ kupujacemu inwestycjg. Cena
kupna loterii w inwestycji jest to maksymalna cena, po jakiej kupujacy przedmiot
inwestycji jest go sktonny kupi¢ od sprzedajacego inwestycjg. Sensowne jest
przyjecie zatozenia, ze cena sprzedazy loterii w inwestycji nie przekracza ceny
kupna loterii w inwestycji (w przeciwnym przypadku nie dosztoby do transakcji).

Loteria w ubezpieczeniu

Cena sprzedazy loterii w ubezpieczeniu jest to maksymalna cena, jaka ubez-
pieczajacy sig jest sklonny zaptaci¢ ubezpieczycielowi za ubezpieczenie. Cena
kupna loterii w ubezpieczeniu jest to minimalna cena, jaka ubezpieczyciel jest
sktonny zaakceptowac od ubezpieczajacego za przyjecie ryzyka. Sensowne jest
przyjecie zatozenia, ze cena sprzedazy loterii w ubezpieczeniu nie przekracza ce-
ny kupna loterii w ubezpieczeniu (w przeciwnym przypadku nie dosztoby do
transakcji).
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Biorac pod uwagg te wnioski oraz zalezno$ci (5) i (7) otrzymujemy:

Pa < Py < E(X) (8)

Trzeba jednak zauwazy¢, ze w zaleznos$ci (8) cena kupna loterii i cena sprze-
dazy loterii wyznaczane sa (zazwyczaj) na podstawie roznych funkcji uzyteczno-
$ci.
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