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PROBLEM PODZIALU ZBIORU DOBR
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Streszczenie: Artykul przedstawia modyfikacje czterech nieprobabilistycz-
nych procedur sprawiedliwego podziatu zbioru débr niepodzielnych z uzyciem
pieniedzy: oryginalnej procedury Knastera, poprawionej procedury Knastera,
procedury rownych udzialow i procedury drugich najwyzszych cen. Modyfi-
kacja ma na celu przystosowanie wymienionych metod do problemu podzia-
tu zbioru débr w sytuacji nieréwnych uprawnien uczestnikéw. Przedstawione
zostajq rowniez dostosowane do szerszej klasy przypadkéw wersje postulatow:
optymalnosci, proporcjonalnosci, wolnosci od zazdrosci, stusznosci, odporno-
Sci na zachowania strategiczne i anonimowosci. Zostanie réwniez wykazane, ze
wlasnosci formalne wymienionych procedur w sytuacji nieréwnych uprawnien
sq identyczne, jak w klasycznym przypadku réwnych uprawnien.

Stowa kluczowe: nieréwne uprawnienia, sprawiedliwy podziat, dobra niepo-
dzielne, procedura Knastera, poprawiona procedura Knastera, procedura réw-
nych udziatéw, procedura drugich najwyzszych cen, zmodyfikowana procedura
Knastera, zmodyfikowana poprawiona procedura Knastera, procedura propor-
cjonalnych udziatow, zmodyfikowana procedura drugich najwyzszych cen.

FAIR DIVISION OF A SET OF INDIVISIBLE GOODS
IN A SITUATION OF UNEQUAL ENTITLEMENTS

Abstract: The paper presents modification of four nonprobabilistic procedures
of fair division of a set of indivisible goods with money: Original Knaster,
Adjusted Knaster, Equal Shares and Second Prices. The purpose of modification
is to adjust the aforementioned methods to the problem of division of a set of
goods in a situation of unequal entitlements. Extended versions of six formal
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properties, namely: strong Pareto optimality, proportionality, envy-freeness,
equitability, strategy-proofness and anonymity are also presented. Moreover,
proofs of procedures having the same formal properties in a situation of unequal
entitlements as in a situation of equal entitlements are shown.

Keywords: unequal entitlements, fair division, indivisible goods, Knaster,
Adjusted Knaster, Equal Shares, Second Prices, Modified Knaster, Modified
Adjusted Knaster, Proportional Shares, Modified Second Prices.

1. Wprowadzenie

W literaturze dotyczacej problemu podziatu débr przyjmuje si¢ zwykle, ze wszyscy
uczestnicy podzialu majg réwne uprawnienia do dzielonego zbioru débr. W praktyce
jednak zdarzajg sie sytuacje, w ktérych uprawnienia niektérych oséb sg wieksze niz
innych. Przyktadowo, blizsi krewni majg prawo do wiekszej czesci spadku niz dalsi,
w sprawach rozwodowych sagd moze przyznaé jednej ze stron uprawnienie do wiekszej
czesci majatku niz drugiej, a wiekszy wktad w inwestycje powinien owocowaé odpo-
wiednio wigkszym udziatem w zyskach. Wiekszo$¢ procedur podziatu nie jest przysto-
sowana do rozwigzywania problemu podziatu débr w tego typu sytuacjach.

Celem niniejszego artykulu jest zaprezentowanie czterech procedur podziatu przy-
stosowanych do sytuacji nieréwnych uprawnien i zbadanie ich wlasnosci formalnych.
Na poczatku zostang wprowadzone podstawowe pojecia i oznaczenia. Nastepnie zosta-
ng przedstawione modyfikacje czterech procedur podzialu (oryginalnej procedury
Knastera, poprawionej procedury Knastera, procedury réwnych udziatéw oraz proce-
dury drugich najwyzszych cen), przystosowujace je do problemu podziatu débr w sytu-
acji nieréwnych uprawnien. Wszystkie wymienione procedury wykorzystujg transfery
pieniezne i przyjmuja pienigdze jako miare uzytecznosci. Potem zostang zdefiniowane
postulaty, czyli zostang przedstawione cechy procedur pozadane przy tej klasie proble-
moéw. Na koniec zostanie oméwione, ktére postulaty sg spetniane przez poszczegdlne
badane procedury. Punktem wyjscia jest méj poprzedni artykut z Nr 15 ,Decyzji”
— Procedury podziatu zbioru dobr niepodzielnych z rekompensatami pienigznymi.

2. Podstawowe pojecia i oznaczenia

Wiaczenie nieréwnych uprawniefi do problemu podziatu débr wymaga wprowa-
dzenia paru nowych poje¢ i modyfikacji cze$ci dotychczasowych:
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Podzial zbioru niepodzielnych débr z rekompensatami pieni¢znymi - funkcja,
ktéra przypisuje kazde dobro ktéremus z n uczestnikéw podziatu, a ponadto wyzna-
cza wektor transferéw pienieznych o n sktadowych i sumie 0.

Profil oceny wartosci d6br - zestaw ocen wartosci kazdego z débr nalezacych do
dzielonego zbioru przez poszczegblnych uczestnikéw podziatu.

Wektor uprawniefi — wektor o n dodatnich sktadowych i sumie 1, przypisujacy
kazdemu uczestnikowi podziatu liczbe réwna temu, jakg cze$¢ uprawnien do dzielo-
nego zbioru ten uczestnik posiada.

Procedura podziatu - funkcja, ktora kazdej parze zlozonej z profilu ocen wartosci
débr i wektora uprawnien przypisuje podziat zbioru débr (w tym takze transfery
pieniezne).

W omawianych procedurach przeprowadzane sg transfery pieni¢zne od uczestni-
kéw podziatu do wspdlnej kasy i vice versa. Kwote pozostatag we wspélnej kasie po
transferach nazywamy nadwyzka. Jest ona rozdzielana mi¢dzy uczestnikéw podziatu.

Ponizej przedstawione zostaja oznaczenia uzywane w dalszej czeSci artykutu:

G - zbiér uczestnikéw podziatu

D - zbiér dzielonych débr

X - zbiér mozliwych podziatow

x — podzial generowany przez dang procedure; x € X
n - liczba uczestnikéw podziatu

m - liczba dzielonych débr

w, — uprawnienie i-tego uczestnika (nalezna mu cz¢$¢ dzielonego zbioru débr);

VieG0o<w <1

n
Zwl‘ =1
i=1

¢, — wycena k-tego dobra przez i-tego uczestnika podziatu
C, - suma wycen i-tego uczestnika podziatu
Ci = Z Cik
k=1

M, — najwyzsza wycena k-tego dobra
M? - druga najwyzsza wycena k-tego dobra

D(x,i) — zbiér débr otrzymanych przez i-tego uczestnika w podziale x
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u(x,j) — warto$¢ dla i-tego uzytkownika podziatu koszyka (dobra+transfery)
otrzymanego przez j-tego uczestnika podzialu w w podziale x

u’(x,j) — warto$¢ dla i-tego uzytkownika podziatu koszyka (dobra+transfery)
otrzymanego przez j-tego uczestnika podzialu w w podziale x przed roz-
dzieleniem nadwyzki

b(x) — Taczna warto$¢ nadwyzki przy podziale x
b(x,i) — cze$¢ nadwyzki przydzielana i-temu uczestnikowi podzialu przy
podziale x;

Zb(x,i) = b(x)

u;(x, i) =u';(x,0) + b(x,i)

3. Postulowane wlasnosci procedur podzialu

Aby procedura podziatu mogta by¢ uznana za sprawiedliwa, powinna ona posia-
daé pewne wlasnosci. W niniejszym artykule zostanie oméwione sze$¢ postulatdow:
optymalno$ci, proporcjonalnosci, wolno$ci od zazdro$ci, stusznosci (wg definicji
Bramsa i Taylora, 1996, 1999), odpornosci na zachowania strategiczne oraz anoni-
mowosci. Cztery pierwsze postulaty dotyczg podzialéw generowanych przez proce-
dure, a dwa pozostale — samej procedury.

Klasyczne ujecie niektérych postulatéw zaktada réwne uprawnienia wszystkich
uczestnikéw podziatu. W przypadku nieréwnych uprawnien niektére z tych wlasnosci
moglyby by¢ wrecez niepozadane. W zwigzku z powyzszym, cze$é postulatéw wymaga
dostosowania do nowej sytuacji. Ponizej przedstawione zostaja postulaty w ich kla-
sycznym brzmieniu oraz w wersji rozszerzonej — przystosowanej do problemu podzia-
tu zbioru débr przy nieréwnych uprawnieniach (o ile modyfikacja byta potrzebna).

Optymalno$¢ (strong Pareto optimality) — podzial optymalny to taki, ze nie istnieje
taki inny podzial, ktéry bylby lepszy (bardziej preferowany) dla co najmniej jednego
uczestnika podziatu i jednoczesnie nie gorszy dla wszystkich uczestnikéw:

x jest optymalny < By € X: ((Eli € G:u(y,1) > u(x, ) A (Vi € Giuy(y, 1) = uy(x, i)))

W przypadku, gdy procedura generuje wylacznie podziaty optymalne, nazwiemy
ja optymalng.

Postulat pozostaje sensowny takze w sytuacji nieréwnych uprawnien.
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Proporcjonalnos$é¢ (proportionality) — podzial jest proporcjonalny, jesli kazdy z
uczestnikéw podzialu wycenia otrzymany koszyk (dobra + transfery) na warty co
najmniej + wartosci catego dzielonego zbioru débr:

C:
WEGnﬂmDZ#

W przypadku, gdy procedura generuje wylgcznie podzialy proporcjonalne,
nazwiemy ja proporcjonalng.

Postulat ten nie wydaje sie adekwatny do sytuacji nieréwnych uprawnien.
Przyktadowo, jesli jest dwéch uczestnikéw podziatu, z ktérych jeden ma wyraznie
wigksze uprawnienia (np. 90%), to zadanie, aby obaj dostali tyle, by uwazaé otrzyma-
ng cze$¢ za wartg co najmniej potowe wartosci catego zbioru, wydaje sie pozbawione
sensu. Nalezatoby raczej wymagaé, aby jeden uwazal otrzymang cze$¢ za wartg co
najmniej 90% wartoSci calego zbioru, za$ drugi — co najmniej 10%. W przypadku
nieréwnych uprawnien nalezatoby zatem postugiwaé sie zmodyfikowang wersjg
postulatu proporcjonalnosci — podziat jest proporcjonalny, jesli kazdy z uczestnikéw
podzialu wycenia otrzymany koszyk (dobra + transfery) na kwote réwna co najmniej
takiej czeSci wartosci catego dzielonego zbioru débr, ile wynosi jego uprawnienie:

X jest proporcjonalny < Vi € G: u;(x,i) = w;C;

Wolnos¢ od zazdrosci (envy-freeness) — podziat cechuje sie brakiem zazdrosci, jesli
kazdy uczestnik podzialu uwaza otrzymany koszyk (dobra + transfery) za warty co
najmniej tyle, co koszyk otrzymany przez kazdego innego uczestnika:

Vi,j € G:u;(x,j) = uj(x, i)

Jesli procedura generuje wylacznie podzialy cechujgce sie brakiem zazdrosci, to
nazwiemy ja wolng od zazdrosci.

Ten postulat réwniez nie wydaje si¢ wlasciwy w przypadku nieréwnych upraw-
nien — nie wydaje sie wcale przeczyé sprawiedliwosci, gdy uczestnik posiadajacy
10% uprawnien woli od wlasnego koszyka koszyk uczestnika majacego 90% upraw-
nief, jednak mozna uznaé jego pretensje za zasadne w sytuacji, gdyby wycenial
koszyk drugiego uczestnika na kwote ponad dziewieciokrotnie wiekszg niz wilasny.
Nalezatoby zatem podzieli¢ wyceny przez odpowiednie uprawnienia:

w@D>me
W] - w;

X jest bez zazdro$ci & Vi, j € G:

Stuszno$é (equitability) — podzial jest stuszny, jezeli kazdy uczestnik wycenia
otrzymany przez siebie koszyk na taka samg cze$é wartosci catego zbioru débr:
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.. U; (x' l) uj (x!j)
Vi,j € G: =
b C, C

Jesli procedura generuje wylacznie podzialy stuszne, to nazwiemy ja stuszng.

Ten postulat takze wydaje sie nieprzystosowany do sytuacji nieréwnych uprawnien.
Oczekiwaliby$my raczej, ze uczestnik o dwukrotnie wigkszych uprawnieniach bedzie
ocenial otrzymany koszyk na kwote réwng dwukrotnie wiekszej czeSci wartosci calego
zbioru. Zatem i w tym przypadku nalezatoby podzieli¢ wyceny przez uprawnienia:

w(x, ) wilx, )

x jest stuszny & Vi, j € G: Wil w,C,

Odpornos¢ na zachowania strategiczne (strategy-proofness) — procedura spetnia
ten postulat, jesli zadnemu uczestnikowi podziatu nie optaca sie podaé nieszczerych
ocen warto$ci débr.

Postulat ten pozostaje sensowny w sytuacji nieréwnych uprawnien.

Anonimowo$¢ (anonymity) — procedura jest anonimowa, jeSli nie uwzglednia
innych cech uczestnikéw podziatu niz zadeklarowane oceny wartosci débr.

Definicja ta nie przystaje do nowej sytuacji, gdyz nakazywataby ona pomija¢ klu-
czowg dla omawianego problemu informacj¢ o uprawnieniach. Na potrzeby tego
artykutu przyjmujemy, ze procedura jest anonimowa, jesli nie uwzglednia innych cech
uczestnikoéw podziatu, niz ich uprawnienia i zadeklarowane oceny warto$ci débr.

Jak tatwo zauwazy¢, w sytuacji gdy wszyscy uczestnicy podziatlu majg réwne
uprawnienia, rozszerzone wersje postulatéw sg tozsame z klasycznymi.

4. Badane procedury podzialu

W niniejszym artykule przeanalizowane zostang cztery procedury:
1) Oryginalna procedura Knastera (K)
2) Poprawiona procedura Knastera (AK)
3) Procedura réwnych udzialéw (ES)

4) Procedura drugich najwyzszych cen (SP)

W modelu przyjmujemy nastepujace zatozenia:
1) Pienigdze sa doskonale podzielne

2) Kazdy uczestnik podziatu ma liniowa funkcje uzytecznoSci na pienigdzach
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3) Kazdy uczestnik podziatu jest w stanie wyceni¢ warto$¢ kazdego z débr na-
lezacego do dzielonego zbioru, tj. podaé takg kwote pieniedzy, ze uczestnik
ten jest indyferentny miedzy tym dobrem a tg kwotg

4) Uzyteczno$¢ kazdego podzbioru zbioru dzielonych débr jest dla kazdego
uzytkownika réwna sumie uzytecznosSci elementéw tego podzbioru (zalo-
zenie o addytywnosci)

5) Kazdy uczestnik dysponuje wolnymi srodkami pienieznymi wystarczajacy-
mi do wyplaty rekompensat (wystarczy kwota réwna sumie wlasnych wy-
cen rozdzielanych débr)

Zadna z powyzszych procedur nie jest przystosowana do problemu podziatu
zbioru débr w sytuacji nieréwnych uprawnien. Ponizej przedstawione zostang
procedury najpierw w wersji oryginalnej, a nastepnie w wersji zmodyfikowanej do
nowego problemu. Modyfikacja procedur przebiega analogicznie do modyfikacji
poprawionej procedury Knastera przez Corradich (2002).

Oryginalna procedura Knastera (1946)
Najstarsza z omawianych procedur, spopularyzowana przez Hugo Steinhausa
(1948, 1949).

Uczestnicy w tajemnicy przed sobg nawzajem dokonuja oceny warto$ci débr nale-
zagcych do dzielonego zbioru. Kazde dobro trafia do uczestnika, ktéry wycenit je na
najwyzsza kwote (w przypadku remisu decyduje arbiter). Dla kazdego uczestnika wyli-
czany jest jego sprawiedliwy udzial, rowny % sumy jego wycen. Uczestnicy, ktérzy
otrzymali dobra, ktére tgcznie wyceniajg na kwote wieksza niz ich sprawiedliwy udziat,
wplacajg réznice do wspélnej kasy, a ci, ktérzy otrzymali dobra o mniejszej wartosci niz
ich sprawiedliwy udzial, otrzymuja réznice ze wspdlnej kasy. Nastepnie kwote pozosta-
g we wspdlnej kasie (nadwyzke) rozdziela sie réwno miedzy uczestnikéw podziatu.

Warto$¢ koszyka otrzymanego przez j-tego uczestnika podziatu:

L1 b
() = =G+ =2

Pierwszym sktadnikiem sumy jest sprawiedliwy udzial j-tego uczestnika, a dru-
gim - otrzymana cz¢$¢ nadwyzki.
Zmodyfikowana procedura Knastera (MK) r6zni sie od oryginatu w dwéch miejscach:
1) Sprawiedliwy udzial jest réwny iloczynowi posiadanych uprawnien i sumy
wycen.

2) Nadwyzka jest dzielona proporcjonalnie do uprawnien.
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Warto$¢ koszyka otrzymanego przez j-tego uczestnika podziatu:

Tutaj réwniez pierwszym skladnikiem sumy jest sprawiedliwy udzial j-tego
uczestnika, a drugim - otrzymana cze$¢ nadwyzki.

Poprawiona procedura Knastera (Raith 2000)

Procedura przebiega jak procedura Knastera z wyjatkiem sposobu podziatu nad-
wyzki. W poprawionej procedurze Knastera nadwyzka jest dzielona proporcjonalnie
do sumy wycen. Dzigki tej zmianie generowane podzialy sa stuszne.

Warto$¢ koszyka otrzymanego przez j-tego uczestnika podziatu:

1
ui(x,j) = ;CJ + b(x)

Zg
Tutaj réwniez pierwszym sktadnikiem sumy jest sprawiedliwy udzial j-tego uczest-
nika, a drugim - otrzymana cze$¢ nadwyzki.

Zmodyfikowana poprawiona procedura Knastera (Corradi 2002) réwniez rézni
si¢ od poprawionej procedury Knastera sposobem okreslania sprawiedliwego udzia-
tu (jest on réwny iloczynowi posiadanych uprawnien i sumy wycen) oraz podziatem
nadwyzki — jest on proporcjonalny do iloczynu odsetka posiadanych uprawnien
i sumy wycen (czyli do sprawiedliwego udziatu).

Warto$¢ koszyka otrzymanego przez j-tego uczestnika podziatu:

ui(x,j) = wiG; + o————~b(x)

Zg( )
Tutaj réwniez pierwszym skladnikiem sumy jest sprawiedliwy udzial j-tego
uczestnika, a drugim - otrzymana czes$¢ nadwyzki.

Przyklad 1. Zmodyfikowana procedura Knastera i zmodyfikowana poprawiona procedura
Knastera — spos6b obliczania podzialu koficowego dla przykladowego profilu ocen wartosci débr
i wektora uprawnief

2 3 4
Uprawnienia 0,3 0,1 0,1 0,5
Wycena dobra A 100 zt 80 zt 50zt 80zt
Wycena dobra B 50 zt 120 zt 30z 60 zt
Wycena dobra C 50 7t 40 2t 80 z! 60 zt
Suma wycen 200 zt 240 zt 160 zt 200 zt
Sprawiedliwy udziat 60 zt 247 16 21 100 zt
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Otrzymane dobra A B C -
Roznica 40 zt 96 zt 64 zt -100 zt
Udziat w nadwyzce (MK) 30 zt 10 21 10zt 50 zt
Podziat koncowy (MK) A-10z B-86z C-54z 150 zf
Udziat w nadwyzce (MAK) 30zt 122 8 1t 50 zt
Podziat koncowy (MAK) A-101zt B-84z C-56 2t 150 zt

Procedura réwnych udzial6w (Bozykowski, 2011)

Uczestnicy w tajemnicy przed soba nawzajem dokonujg oceny warto$ci débr
nalezacych do dzielonego zbioru. Kazde dobro trafia do uczestnika, ktéry wycenit je
na najwyzsza kwote (w przypadku remisu decyduje arbiter). Uczestnik ten wplaca do
wspdlnej kasy kwote réwng swojej ocenie warto$ci tego dobra. Zebrane w ten sposéb
pienigdze sg nastepnie dzielone réwno miedzy uczestnikéw podziatu.

Warto$¢ koszyka otrzymanego przez j-tego uczestnika podziatu:

1
u;(x,j) = EZ M,
3

Uczestnik nic nie zyskuje ani nie traci podczas rozdzielania débr. Jesli nie otrzy-
muje dobra, nie musi za nie placié, a jesli otrzymuje - ptaci za nie doktadnie tyle, ile
jest dla niego warte. Zatem przed rozdzieleniem pieniedzy ze wspdlnej kasy kazdy
uczestnik wycenia, ze otrzymany przez niego koszyk (dobra i transfery) jest wart 0.
Nastepnie pienigdze ze wspdlnej kasy zostajg rozdzielone réwno miedzy uczestnikow
podziatu. Warto$¢ ostatecznie otrzymanego koszyka jest zatem réwna kwocie otrzy-
manej ze wspélnej kasy.

Procedura proporcjonalnych udzialéw (PS) przebiega podobnie, z tg jednak réz-
nicg, ze zebrane pienigdze sg dzielone proporcjonalnie do uprawnien.

Warto$¢ koszyka otrzymanego przez j-tego uczestnika podziatu:
w;(x,j) = WjZMk
3
W tym wypadku warto$é ostatecznie otrzymanego koszyka réwniez jest réwna

kwocie otrzymanej ze wspélnej kasy, jednak ze wzgledu na zmiang sposobu podziatu
pieniedzy kwota ta moze by¢ inna.
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Przyklad 2. Procedura proporcjonalnych udzialéw - sposéb obliczania podzialu konicowego dla
przykladowego profilu ocen wartosci débr i wektora uprawnien

1 2 3 4
Uprawnignia 0,3 0,1 0,1 0,5
Wycena dobra A 100 zt 80 zt 50 zt 80zt
Wycena dobra B 50zt 120 zt 30z 60 zt
Wycena dobra C 50zt 40 7t 80zt 60 zt
Otrzymane dobra A B C -
Do zaptaty 100 zt 120 zt 80zt 0z
Otrzymana kwota 90zt 30z 30z 150 zt
Podziat koricowy A-104 B-90z C-50z 150 zt

Procedura drugich najwyzszych cen (Bozykowski, 2011)

Uczestnicy w tajemnicy przed sobag nawzajem dokonujg oceny warto$ci débr
nalezgcych do dzielonego zbioru. Kazde dobro trafia do uczestnika, ktéry wycenit je
na najwyzsza kwote (w przypadku remisu decyduje arbiter). Uczestnik ten wptaca do
wspdlnej kasy kwote w wysokosci drugiej najwyzszej wyceny tego dobra, podobnie
jak ma to miejsce w aukcji Vickreya (1961). Zebrane w ten sposéb pienigdze sg
nastepnie dzielone réwno miedzy uczestnikéw podziatu.

Warto$¢ koszyka otrzymanego przez j-tego uczestnika podziatu:

D= Y ME+ Y (M= MD)
3 KkED(x, )

Jezeli uczestnik wycenit dane dobro najwyzej, to otrzymuje je za kwote réwnag
drugiej najwyzszej wycenie tego dobra, zatem zyskuje na tym tyle, ile wynosi réznica
miedzy dwiema najwyzszymi wycenami. Do wspélnej kasy trafia tacznie kwota
réwna sumie drugich najwyzszych wycen poszczegélnych débr. Kwota ta jest roz-
dzielana réwno mig¢dzy uczestnikow podziatu.

Zmodyfikowana procedura drugich najwyzszych cen (MSP) rézni si¢ od
oryginatu tym, ze zebrane pienigdze dzielone sg proporcjonalnie do uprawnien.

Warto$¢ koszyka otrzymanego przez j-tego uczestnika podziatu:

u;(x,)) = WjEM,f + 2 (M, — M?)
K KED (X))

Procedura réwnych uprawnien i procedura drugich najwyzszych cen sg analogiczne do aukcji charytatywnych
odpowiednio najwyzszych cen i drugich najwyzszych cen przy zatozeniu, ze dla kazdego uczestnika uzytecz-

no$¢ kazdej ztotowki uzyskanej przez organizacje charytatywna jest rowna % ztotoéwki w kieszeni. W przypadku
modyfikacji tych procedur, uzytecznos¢ ta dla i-tego uczestnika wynosi w; (por. Engers, McManus 2007).
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Przyklad 3. Zmodyfikowana procedura drugich najwyzszych cen - spos6b obliczania podzialu
konicowego dla przykladowego profilu ocen wartosci débr i wektora uprawnieri

1 2 3 4
Uprawnignia 0,3 0,1 0,1 0,5
Wycena dobra A 100 zt 80 zt 50 zt 80 zt
Wycena dobra B 50z 120 zt 30 60 zt
Wycena dobra C 50 zt 40 zt 80 60 z!
Otrzymane dobra A B C -
Do zaptaty 80zt 60 zt 60 zt 0z
Otrzymana kwota 60 zt 20zt 20zt 100 zt
Podziat koricowy A-204 B-40z C-404 100 zt

W sytuacji, gdy wszyscy uczestnicy podziatu majg réwne uprawnienia, zmodyfi-
kowane procedury sg tozsame z ich oryginalnymi odpowiednikami.

5. Podstawowe wlasnosci procedur podzialu

W poprzednim artykule (Bozykowski, 2011) zbadalem wilasnosci formalne proce-
dur w sytuacji réwnych uprawnien (przy zalozeniu, ze uczestnicy podajg prawdziwe
wyceny). Wyniki analiz przedstawione sg w tabeli 1.

Tabela 1. Wlasnosci formalne procedur w sytuacji rownych uprawnien

Procedura | Optymalnose | Proporcionalnose | d“i‘;'z"d"rzzm Stusznosé Zacho?uda':ﬂ;“:frgiggicme Anonimowosté
K tak tak nie nie nie tak
AK tak tak nie tak nie tak
ES tak tak tak nie nie tak
SP tak tak tak nie nie tak

Jezeli procedura nie spetnia ktérego$ postulatu, to jej modyfikacja réwniez go nie
spetnia. Niespelnianie postulatu jest rGwnowazne z tym, ze istnieje taki profil oceny
wartosci débr, dla ktérego podzial wygenerowany przez dang procedure nie posiada
okreslonej pozadanej wlaSciwosci. Dla tego samego profilu ocen warto$ci débr i wek-
tora uprawnien, ktérego wszystkie wyrazy sa réwne + (tj. gdy uczestnicy maja réwne
uprawnienia), zmodyfikowana wersja procedury wygeneruje identyczny podziat co jej
oryginalny odpowiednik. Podzial ten, oczywiscie, nadal nie spelnia danego postulatu.

Nalezy zbadaé, czy zmodyfikowane procedury spelniajg wszystkie postulaty
(oczywiscie, w rozszerzonej wersji), ktore sg spelniane przez ich oryginalne odpo-
wiedniki. Mogloby sie okazaé, ze procedura spelnia dany postulat w sytuacji row-
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nych uprawnien, a jednoczesnie istnieje taka para profilu ocen wartosci débr i wek-
tora uprawnien, dla ktérej postulat ten nie jest spetniony.

Optymalnosé

Podziat jest optymalny wtedy i tylko wtedy, gdy kazde dobro trafia do tego uczest-
nika, ktory wycenil je najwyzej. Gwarantuje to najwyzsza sume tacznej wyceny war-
tosci otrzymanych koszykow.

W przypadku, w ktérym dobro trafitoby do uczestnika o wycenie nizszej niz naj-
wyzsza, to méglby przekazaé¢ to dobro uczestnikowi o najwyzszej ocenie wartoSci
tego dobra w zamian za kwot¢ réwng swojej wycenie. Dzigki temu jeden z uczestni-
kéw zyskatby na tej transakcji, a zaden nie ponidstby straty. Zatem podzial, w ktérym
dobro trafia do uczestnika o nie najwyzszej wycenie, nie jest optymalny.

We wszystkich czterech badanych procedurach dobra zawsze trafiajg do uczest-
nikéw o najwyzszej wycenie, zatem procedury te sa optymalne.

Proporcjonalnosé
Wszystkie cztery badane procedury sa proporcjonalne, tj.

Vi € G: ui(x, l) = WL'CL'

Zmodyfikowana procedura Knastera
Warto$¢ koszyka i-tego uczestnika podzialu wynosi

w;(x, ) = w;C; + w;b(x)

Aby wykazaé, ze zmodyfikowana procedura Knastera jest proporcjonalna,
wystarczy udowodnié, ze otrzymywana cze$¢ nadwyzki jest nieujemna. Zacznijmy od
wykazania nieujemnosci calej nadwyzki. Nadwyzka wynosi

b(x) = 2 M, — Z(Wgcg)
k g

Wycena warto$ci dobra przez uczestnika podziatu nie moze by¢ wieksza od mak-
symalnej wyceny:

Vg EGZCgk SMk

zatem suma jego wycen nie moze by¢ wigksza od sumy maksymalnych wycen

VgEGCgSZMk
k
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Ponadto wiemy, ze uprawnienia sg dodatnie, a ich suma wynosi 1

0<w, <1
ngzl
g

zatem

D Mz ) (wycy)

Wynika stad, ze nadwyzka jest nieujemna
b(x) =0
Dodatnia cze$¢ nieujemnej nadwyzki réwniez jest nieujemna
w;b(x) =0
a zatem zmodyfikowana procedura Knastera jest proporcjonalna, CBDO.
w;C; + w;b(x) = w;C;

ui(x, l) = WiCi

Zmodyfikowana poprawiona procedura Knastera

Warto$¢ koszyka i-tego uczestnika podzialu wynosi

. Wili
u;(x,i) = w;C; + =———=b(x)
l T Ee(weCy)

W tym przypadku réwniez wystarczy wykazac, ze otrzymana czg¢$¢ nadwyzki jest
nieujemna. Wielko$¢ nadwyzki jest taka sama jak w przypadku MK, rézni sie tylko
sposéb jej rozdzielenia miedzy uczestnikéw podziatu. Réwniez w tym przypadku
uczestnicy otrzymujg dodatnig cze$¢ nieujemnej kwoty, a zatem kwote nieujemna.
Oznacza to, ze MAK jest proporcjonalna.

ui(x, l) = WiCi

Procedura proporcjonalnych udzialéw
Warto$¢ koszyka i-tego uczestnika podzialu wynosi

u;(x, 1) = w; Z M,
X
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Jak wykazaliSmy wcze$niej, suma wycen uczestnika nie moze by¢ wieksza od

ZMszi
k

Po pomnozeniu obu stron przez uprawnienie uzyskujemy

WiZMk > WiCi
k

sumy maksymalnych wycen

zatem
ul-(x, l) = WiCi

co oznacza, ze PS jest proporcjonalna.

Zmodyfikowana procedura drugich najwyzszych cen
Warto$¢ koszyka i-tego uczestnika podzialu wynosi

u;(x,0) = WiZM}% + Z (M, — M})
3 KED(x,i)

Jezeli i-ty uczestnik nie otrzymat danego dobra, to nie mégl go wycenié na wiecej
niz druga najwyzsza cene
Vk & D(x,i): ¢y < M7

zatem rekompensata za nieotrzymane dobra jest réwna co najmniej sumie jego
wycen tych débr pomnozonej przez jego uprawnienie

w; Z ME > w; Z Cik
K€D (x,i) K€D (x,i)
Jezeli i-ty uczestnik otrzymatl dane dobro, to zaptacit za nie druga najwyzsza cene,
a zatem nie wigcej, niz jest ono dla niego warte. R6znica migdzy dwiema najwyzszy-
mi wycenami stanowi jego zysk. Poza tym uczestnik otrzymuje z powrotem czeé¢
kwoty wplaconej do wspélnej kasy. Lacznie jest to nie mniej niz suma jego wycen
otrzymanych débr pomnozona przez jego uprawnienie:

w; Z Mg + Z My, — M) 2 w; Z Cik

KED(x,i) KED(x,i) KED(x,i)
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Dodajac do siebie obie nieréwnosci otrzymujemy
w; Z Mi +w; Z M + z My, — M) =2 w; Z Cik T W; Z Cik
k&D (i) KkED(x,i) KED (i) k€D (i) kED(x,i)
co daje sie uprosci¢ do postaci
ui(x, l) > WiCi

co oznacza, ze MSP jest proporcjonalna.

Wolnos¢ od zazdrosci

W sytuacji réwnych uprawnien jedynie dwie z badanych procedur byty wolne od
zazdroSci - procedura réwnych udziatéw i procedura drugich najwyzszych cen. Ich
zmodyfikowane wersje w sytuacji, gdy uprawnienia sg nieréwne, takze sg wolne od
zazdroSci, tj.

Vi,j € G:

u;(x, j) Y (x,1)
W] - w;

Procedura proporcjonalnych udzialéw
Warto$¢ otrzymanych koszykéw w oczach otrzymujacych je uczestnikéw wynosi
odpowiednio

u;(x, i) = Wisz
k

u;(x,j) = W]-ZMk
K

Przed rozdzieleniem pieniedzy ze wspdlnej kasy i-ty uczestnik wycenia swoj
koszyk na 0

u'i(x,i)=0
J-ty uczestnik wycenia dobra otrzymane przez i-tego uczestnika na kwote nie
wieksza niz i-ty, zatem ten koszyk wycenia na nie wiecej niz 0
u']-(x, l) = Z (Cjk - Mk) <0
KED (i)

Nastepnie i-ty uczestnik otrzymuje ze wspdlnej kasy kwote réwng w; ¥, M. Skoro
przed dodaniem tej kwoty koszyk i-tego uczestnika byl wart dla j-tego uczestnika co
najwyzej 0, to po dodaniu tej kwoty jest dla niego wart co najwyzej w; X, My,
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u]-(x, l) < Wi Z Mk
k

Dzielac obie strony nieréwnosci przez w, otrzymujemy

uj(x, l) < Z Mk _ uj(x'j)

Wi Wi
i T j

a zatem j-ty uczestnik nie zazdrosci i-temu

w;(x, ) Y (x, 1)
Wj - Wi

CBDO

Zmodyfikowana procedura drugich najwyzszych cen
Warto$¢ otrzymanych koszykéw w oczach otrzymujacych je uczestnikéw wynosi
odpowiednio

u;(x, i) = w,-ZM,f + Z (M, — M2
% KeD(x,0)

k KED(x,))

J-ty uczestnik wycenia dobra otrzymane przez i-tego uczestnika na kwote nie
wiekszg niz druga najwyzsza wycena

Vk € D(x,0): cj < Mj;

Co za tym idzie, warto$¢ koszyka i-tego uczestnika w oczach j-tego uczestnika
przed rozdzieleniem pieniedzy ze wspdlnej kasy wynosi nie wiecej niz 0

ui(x, i) = Z (e —ME)< 0
KED(x,i)

a po rozdzieleniu nadwyzki — co najwyzej tyle, ile i-ty uczestnik otrzymat ze wspélnej kasy
uj(x, l) < 43 Z M,%
K
Dzielac obie strony nieréwnosci przez w, otrzymujemy

u;(x, i
MS E M’%
Wi
k
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J-ty uczestnik wycenia otrzymany przez siebie koszyk na kwote
GO = w Y M+ Y (M= M) 2w ) M
3 KkED(x, ) 3

Dzielgc przez W otrzymujemy

we)) Z M2 > w;(x, 1)
W] -

i

a zatem j-ty uczestnik nie zazdrosci i-temu

w;(x, j) Y (x,1)
Wj - wi

Stusznosé

W przypadku réwnych uprawnien, sposréd omawianych procedur jedynie popra-
wiona procedura Knastera spetnia postulat stusznosci. Zmodyfikowana poprawiona
procedura Knastera zachowuje te wlasnosé, tj.

ICTONIC))
WiCi WjC]

Vi,j € G:

Zmodyfikowana poprawiona procedura Knastera
Warto$¢ otrzymanych koszykéw w oczach otrzymujacych je uczestnikéw wynosi
odpowiednio

u;(x, i) = w;G; +Zg(Wg g) b(x)

w; C;
ui(x,j) = wiG+ s———=
SACTAN
Po podzieleniu obu stron réwnania przez iloczyn uprawnien i sumy wycen dane-
go uczestnika otrzymujemy odpowiednio

w(x,i) b(x)
wiC 2g(WyCy)
u;(x, j) _ b(x) wxD)
wiG  Z(weC)  wiGi

Zatem MAK spelnia postulat stusznosci.
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Ani zmodyfikowana procedura Knastera ani procedura proporcjonalnych udzia-
féw nie spetnia postulatu stusznosci, jednak w przypadku obu procedur jest on spel-
niany w specyficznej klasie przypadkéw — w sytuacji, gdy sumy ocen warto$ci débr
wszystkich uczestnikéw podziatu sg réwne.

Zmodyfikowana procedura Knastera
Z definicji

WD) )
WiCi B W]C}

x jest stuszny & Vi, j € G:

Warto$¢ otrzymanych koszykéw w oczach otrzymujacych je uczestnikéw wynosi
odpowiednio

u;(x,0) = w;C; + w;b(x)
uj(x,j) = W]CJ + W]b(X)
Jezeli podzial x jest stuszny, wéwczas

w;C; + wib(x)  w;C; + w;b(x)
WiCi B W]CJ

Po podzieleniu licznika przez mianownik otrzymujemy

b _ b

1+
C G

a zatem
Ci = C]

Dowdéd wynikania w drugg strone pozostawiam Czytelnikowi.

Procedura proporcjonalnych udzialéw
Warto$¢ otrzymanych koszykéw w oczach otrzymujacych je uczestnikéw wynosi
odpowiednio

ui(x, l) = w; Z Mk
k

ui(x,j) = w; z M,
K
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Jezeli podziat x jest stuszny, to z definicji

u;(x, 1) _ w;(x, /)

w; Ci WjC]

a zatem

w; X My, _w 2 My
WiCi W]C]

Po skréceniu utamkéw uzyskujemy

XMy XMy
C; C;

a zatem
Ci = C]
Dowdd wynikania w drugg strone pozostawiam Czytelnikowi.

Niestety, klasa przypadkéw, w ktérych zmodyfikowana procedura drugich najwyz-
szych cen generuje podzialy stuszne, nie daje sie przedstawi¢ w réwnie prosty sposéb.

Odporno$¢ na zachowania strategiczne
Zadna z czterech omawianych procedur nie jest odporna na zachowania strategiczne.

Anonimowo$¢

Zadna z czterech omawianych procedur nie uwzglednia zadnych informaciji
o uczestnikach poza ich uprawnieniami i zadeklarowanymi ocenami wartosci débr,
a zatem procedury te spetniajg postulat anonimowosci.

Podsumowanie
Zmodyfikowane procedury podziatu débr spetniajg te same zestawy postulatéw,
co ich oryginalne odpowiedniki:

Tabela 2. Wlasnosci formalne procedur w sytuacji nier6wnych uprawnien

iy . y Wolnosé Iy Odpornos¢ na . iy
Procedura | Optymalnosé¢ | Proporcjonalnosé . . | Stusznosé . . Anonimowo$¢
od zazdro$ci zachowania strategiczne
MAK tak tak nie tak nie tak
PS tak tak tak nie nie tak
MSP tak tak tak nie nie tak
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Jest to wniosek napawajgcy optymizmem. Oznacza to, ze w sytuacji nieréwnych
uprawnien procedury te nie tracg zadnej ze swoich pozadanych wtasciwosci. Inaczej
rzecz ujmujac, jeSli uznaliémy te procedury za wystarczajgco dobre przy réwnych
uprawnieniach, to powinniémy uznaé ich odpowiednio zmodyfikowane wersje za
réwnie dobre w sytuacji nieréwnych uprawnien. Procedury te radza sobie réwnie
dobrze z podziatlem spadku miedzy spadkobiercéw o nieréwnych uprawnieniach, co
w klasycznej sytuacji réwnych uprawnien.

6. Zwiazki miedzy wlasnosciami podzial6w generowanych przez

poszczegélne metody

Zmodyfikowana procedura Knastera - stuszno$¢ a brak zazdrosci
Podobnie jak oryginalna procedura Knastera, procedura ta nie generuje nigdy
podziatéw jednoczesnie stusznych i z zazdroscia.

Z definicji

w;(x, j) < w;(x, 1)

j zazdroscii <
W] w;

Koszyk débr da sie podzieli¢ na koszyk przed rozdzieleniem nadwyzki i otrzyma-
ng cze$¢ nadwyzki. Uzyskujemy wtedy

u'j(x,j) + w;b(x) < u';(x, 1) + wib(x)

W;

j Wi

co po uproszczeniu daje

u';(x, 1)

M+b(x) <T+b(x)

1 i
a zatem
u'j(x, j) < u'j(x, 1)
W] Wi

Przed rozdzieleniem nadwyzki kazdy uczestnik wycenia otrzymany koszyk na
kwotg réwng swojemu sprawiedliwemu udziatowi, tj. w,Cy, stad
u’j (X,j ) _
Wi

Gj
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u'i(x,0)

Wi
J-ty uczestnik wycenia dobra otrzymane przez i-tego uczestnika na kwote nie
wiegksza niz i-ty, zatem koszyk i-tego uczestnika wycenia na nie wigkszg kwote niz i-ty

u';(x,1) < u'i(x, 1)

wp W

=

Wynika stad, ze j-ty uczestnik ma nizsza sume¢ wycen niz i-ty
G <G
Jednak jak zostalo juz wczes$niej wykazane (por. 5. Stusznosé)
x generowany przez MK jest stuszny < Vi,j € G:C; = (;

zatem niemozliwe jest, aby zmodyfikowana procedura Knastera generowala podzia-
ly jednoczesnie stuszne i z zazdroscia.

7. Poréwnanie wlasnos$ci procedur

Zmodyfikowana procedura Knastera a zmodyfikowana poprawiona procedura
Knastera

Jesli dla danego profilu ocen warto$ci débr zmodyfikowana procedura Knastera
generuje podzial, w ktérym j-ty uczestnik zazdro$ci i-temu, to zazdro$ci mu réwniez
przy podziale wygenerowanym dla tego profilu przez zmodyfikowang poprawiong
procedure Knastera. Wynika z tego, ze jesli zmodyfikowana poprawiona procedura
Knastera generuje podziat cechujacy sie brakiem zazdrosci, to zmodyfikowana pro-
cedura Knastera réwniez.

Oznaczmy przez x podzial generowany przez MK, a przez y podzial generowany
przez MAK.

w;(x, ) < w;(x, 1)

Jj zazdroSci i przy podziale x &
W] Wi

W przypadku MAK j-ty uczestnik wycenia otrzymany koszyk na kwote réwna
0) = W)+
ui(y,)) = w;
' 9 Tyt

a koszyk i-tego uczestnika na kwote réwna
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u}(}}l") ](y'l)+zg( ) (y)

Poniewaz MK i MAK réznig si¢ tylko sposobem podzialu nadwyzki, wyceny koszy-
kéw przed rozdzieleniem nadwyzki pozostaja bez zmian

u’j (y, l) = u’j(‘xl l)

a zatem

u'j(y,1)
w;

G <

Jak zostalo juz wykazane, jesli przy podziale x generowanym przez MK j-ty
uczestnik zazdro$ci i-temu, to ma nizsza sume wycen niz i-ty

uj (x!j) < uj(xl l)
W] Wi

d C] < Ci
Jezeli C; < C,, to prawdziwa jest takze nier6wnos$¢

C;
b(y) <
&( )(w > (v, )@)

Do lewej strony réwnania dodaje liczbe mniejsza niz do prawej, zatem ponizsza
nieré6wno$¢ takze jest prawdziwa

’](y'l) C
+
zg( ' ST Ty Y

Jednak te nier6wno$¢ da sie zapisaé proSciej:

me<wm0
W] Wi

Zatem jesli j-ty uczestnik zazdro$ci i-temu przy podziale generowanym przez MK,
to zazdro$ci mu takze przy podziale generowanym przez MAK.

8. Podsumowanie

Cztery omawiane procedury: oryginalna procedura Knastera, poprawiona proce-
dura Knastera, procedura réwnych udzialéw oraz procedura drugich najwyzszych
cen po zmodyfikowaniu ich celem dostosowania do problemu podziatu débr w sytu-
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acji nieréwnych uprawnien nie tylko zachowaly swoje podstawowe wlasciwosci (tj.
spelniajg te same postulaty), ale takze bardziej ztozone zaleznosci — zmodyfikowana
procedura Knastera, podobnie jak jej oryginalny odpowiednik, nie generuje nigdy
podziatéw jednoczesnie stusznych i z zazdro$cig oraz generuje podzialy bez zazdro-
sci w szerszej klasie przypadkéw niz zmodyfikowana poprawiona procedura
Knastera, tak jak w przypadku ich oryginalnych wersji.

Oznacza to, ze nieréwne uprawnienia nie stanowig problemu dla przedstawio-
nych tu procedur. Zadna z nich nie utracila zadnej z posiadanych pozadanych wia-
snoéci przy przejéciu z réwnych do nieréwnych uprawnien. Ich uzytecznos$¢ nie
ogranicza sie zatem, jak mogloby sie wydawaé, do waskiej kategorii sytuacji, w kto-
rych wszyscy uczestnicy majg réwne uprawnienia do dzielonego zbioru débr.
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