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Streszczenie: Artykul stanowi wprowadzenie do teorii agregacji sqdow oraz
porusza temat jej zwiqzkow z teoriq agregacji preferencyi. Oparty na logice model
formalny agregacji sqdéw poréwnany jest z modelem formalnym agregacji prefe-
rencji. Przedstawiony zostaje ponadto wynik w teorii agregacji sqdow stanowiq-
cy doktadny odpowiednik twierdzenia Arrowa dla mocnych porzgdkéw.

Stowa kluczowe: agregacja sqdow, agregacja preferenciji, zachowanie jedno-
myslnosci, niezaleznosé, twierdzenie Arrowa.

JUDGMENT AGGREGATION AND PREFERENCE AGGREGATION

Abstract: In the paper we present an introduction to the theory of judgment
aggregation and discuss its relation to the theory of preference aggregation. We
compare the formal model of judgment aggregation, based on logic, with the
formal model of preference aggregation. Finally, we present a theorem in judgment
aggregation which is an exact analogue of Arrow's theorem for strict preferences.

Keywords: judgment aggregation, preference aggregation, unanimity
preservation, independence, Arrow's theorem.

1. Wprowadzenie

Celem artykutu jest ukazanie zwigzkéw pomigdzy stosunkowo nowg dziedzing ba-
dan nad agregacja sad6éw a teorig agregacji preferencji.

W rozdziale pierwszym krétko przedstawiam historie oraz najwazniejsze proble-
my obu teorii, sytuujac je w szerszym kontekscie teorii wyboru spotecznego. W roz-
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dziale drugim koncentruj¢ si¢ na wprowadzeniu narzedzi potrzebnych do dalszej ana-
lizy. Zaczynam od przypomnienia podstawowych poje¢ teorii agregacji preferecii,
a nastepnie wprowadzam i omawiam model formalny teorii agregacji sadéw wraz
z przyktadami. Rozdzial trzeci zawiera poréwnanie obu modeli. W szczegdlnosci po-
kazuje, w jaki sposdb mozna méwié o agregacji preferencji jezykiem teorii agregacji
sadéw. W rozdziale czwartym prezentuje twierdzenie, ktérego szczegdlny przypadek
stanowi twierdzenie Arrowa dla mocnych porzadkéw.

1.1. Agregacja preferencji

Teoria wyboru spolecznego koncentruje sie na poszukiwaniu odpowiedzi na pyta-
nie, w jaki sposéb nalezy podejmowaé zbiorowe decyzje na podstawie indywidual-
nych ocen spolecznych rozwigzan. Jedng z jej najwazniejszych galezi stanowi agrega-
cja preferencji.

0 agregacji preferencji méwimy, gdy poglady cztonkéw grupy w kwestii rozwaza-
nych alternatyw spolecznych wyrazone sg za pomoca relacji binarnych. Kazda osoba
porzadkuje zbior mozliwych rozwiazan, deklarujac, ktére z nich uwaza za lepsze,
a ktore za gorsze. Méwiac o preferencjach, zakladamy wigc porzadkowy pomiar in-
tensywnosci preferencji. Innym sposobem reprezentacji indywidualnych ocen jest re-
prezentowanie ich za pomacg kardynalnych funkcji uzytecznosci, ktére stanowia
mocniejszy, przedzialowy pomiar intensywnosci preferencji.

Skoro wiemy juz, ze podstawe spolecznej decyzji stanowi profil indywidualnych
relacji preferencji, nalezy zadaé sobie pytanie, jaki ma by¢ wynik procesu agregacji.
Wyrézniamy dwa podejscia. Jesli interesuje nas wytacznie wybor z rozwazanego zbio-
ru alternatyw spotecznych podzbioru najlepszych rozwigzan, to méwimy o funkcjach
wyboru. Jesli za$ efektem procesu podejmowania decyzji ma by¢ relacja preferencji
spotecznej, czyli uporzadkowanie zbioru alternatyw, to przedmiotem naszych badan
czynimy zasady zbiorowej oceny, nazywane réwniez po prostu metodami agregacji. Ni-
niejszy artykut oparty jest na drugim spo$réd opisanych powyzej alternatywnych sfor-
mutowan problemu decyzji. Zagadnienie agregacji indywidualnych preferencji w pre-
ferencje spoteczna jest bowiem, jak si¢ przekonamy, $cisle zwigzane z teorig agrega-
cji sadéw. Warto jednak podkreslié, ze chociaz oba podej$cia wyznaczajg rézne dzie-
dziny badan teoretycznych, to wyniki osiggane przy zastosowaniu pierwszego mode-
lu mozna czesto przetozyé na drugi i na odwrét.

Za date powstania teorii wyboru spolecznego uznajemy rok 1951, kiedy wydana
zostala monografia Arrowa Social Choice and Individual Values. Jest to jednoczes$nie
data powstania teorii agregacji preferencji, gdyz to wlasnie ta galaz teorii wyboru spo-
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lecznego zostata sformutowana jako pierwsza. Stynne twierdzenie Arrowa o niemoz-
liwosci odnosi sie do zasad zbiorowej oceny przy dodatkowym zalozeniu indywidual-
nej i grupowej racjonalnosci.

Refleksja nad sposobami podejmowania zbiorowych decyzji ma jednak znacznie
dtuzsza histori¢. Prapoczatki teorii wyboru spotecznego wiazemy z odkrytymi pod ko-
niec XVIII w. paradoksami, ujawniajacymi utomnosci powszechnie stosowanych pro-
cedur decyzyjnych. Najbardziej bodaj znany przyktad takiego paradoksu pochodzi
od Condorceta:

Przyklad 1.1. (Paradoks Condorceta) Trzy osoby podejmuja decyzje w sprawie
trzech alternatyw spotecznych x, y oraz z. Ich preferencje sa nastepujace:

* Osoba I uwaza alternatywe x za najlepsza, za$ alternatywe y za lepszg niz z,
wypisujac w porzadku od najlepszej do najgorszej: x v z.

* Osoba I uwaza alternatywe y za najlepsza, za$ alternatywa z jest jej zdaniem
lepsza niz x, wypisujac w porzadku od najlepszej do najgorszej: y z x.

* Osoba IIl uwaza natomiast za najlepsza alternatywe z, za$ alternatywe x
za lepsza niz y, wypisujac w porzadku od najlepszej do najgorszej: z x y.

Klasyczng metodg podejmowania decyzji zbiorowej jest uznanie za spotecznie lep-
szg tej sposrod pary alternatyw, ktorg wiecej oséb przedktada nad te drugg. Paradoksal-
nie jednak wyznaczona w ten sposéb relacja preferencji okazuje si¢ w tym przypadku
cykliczna: rozwigzanie x jest spolecznie lepsze od v, y spolecznie lepsze od z, za$ z spo-
lecznie lepsze od x. Niemozliwy jest tym samym wybor jednej najlepszej alternatywy.

Wiasnosci konkretnych metod podejmowania zbiorowych decyzji rozwazano, jak
widad, na dlugo przed Arrowem. Przelomowe znaczenie jego monografii wynika z zu-
pelnie nowego podejscia do analizy problemu. Podejscie to nazywamy metodq aksjoma-
tyczng. Jej zastosowanie wymaga sformutowania listy postulatéw, ktére powinna z ja-
kiego$ wzgledu spelnia¢ metoda agregacji. Warunki te mogg by¢ rozmaite. Czesto, jak
w przypadku twierdzenia Arrowa, odzwierciedlajg niezbedne wlasnosci demokratycz-
nego podejmowania decyzji. Moga réwniez wyraza¢ postulat odpornosci metody
na strategiczne manipulacje, polegajace na nieszczerym przedstawianiu wlasnych pre-
ferencji, czy tez troske o respektowanie praw indywidualnych. Dla danego zestawu wa-
runk6w staramy sie nastepnie wyrézni¢ metode lub klase metod je spetniajacych.

Moze sie oczywiscie okazaéd, ze nie istnieje zadna metoda o pozadanych wlasno-
$ciach. Wyniki badan przyjmujg wéwczas postaé twierdzen o nieistnieniu. Ich wymo-
wa nie jest jednak wylgcznie negatywna. Wskazujac na ograniczenia procedur decy-
zyjnych, zmuszajg nas do urealnienia stawianych im wymagan. Wykazanie, ze zada-
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ne warunki nie mogg zachodzi¢ jednoczesnie, sklania ponadto do glebszej refleksji
nad problemem w celu ustalenia, ktére sposréd wartosci wyrazanych poprzez formal-
ne postulaty sg dla nas bardziej, a ktére mniej istotne.

Ogromna popularno$¢ Arrowa oraz wplyw, jaki on i jego nastepcy wywarli na teo-
rie wyboru spotecznego, sprawily, ze teoria agregacji preferencji na pét wieku zajeta
dominujaca pozycje w dziedzinie refleksji nad podejmowaniem decyzji zbiorowych.

1.2. Agregacja sadéw

Nie kazdy problem decyzji grupowej polega na wyznaczeniu relacji preferencji
spotecznej, ktéra umozliwi wybér najlepszego sposréd rozwazanych rozwigzan. Czg-
sto mamy do czynienia z sytuacjag wymagajacg po prostu wyrazenia wspoélnej opinii
w sprawie pewnego zbioru stwierdzen. Podjecie decyzji oznacza grupowg zgode badz
negacje elementéw zbioru kwestii do rozpatrzenia, nazywanego agendq.

Przyklad 1.2. Rozwazmy trzyosobowe grono ekspertéw, ktérego zadaniem jest za-
jecie wspoélnego stanowiska w nast¢pujacych kwestiach:

a : Nastgpi wzrost PKB.
a —»b : Jesli nastapi wzrost PKB, to wzro$nie inflacja.
b : Nastapi wzrost inflacji.

Osoba I uwaza, ze nastapi wzrost PKB, ktéry spowoduje inflacje. Osoba I1 sadzi
co prawda, ze wzrost PKB skutkuje inflacjg, ale nie wierzy we wzrost inflacji i tym sa-
mym we wzrost PKB. Osoba III wierzy we wzrost PKB, ale nie zgadza si¢ ze stwier-
dzeniem, ze spowoduje on wzrost inflacji. Uwaza, ze inflacja nie wzrosnie. Przypusé-
my, ze rozwazane grono podejmuje decyzje w nastepujacy, czesto spotykany sposéb:
zgadza sie ze zdaniem, jesli wiecej cztonkéw grupy akceptuje to zdanie niz jego za-
przeczenie. Opinie ekspertéw oraz ich ostateczne stanowisko w kazdej z rozwazanych
kwestii ilustruje ponizsza tabela.

Tabela 1. Dylemat dyskursywny

a a—b b
osoba | tak tak tak
osoba Il nie tak nie
osoba lll tak nie nie
decyzja grupowa tak tak nie

Zrédto: Dietrich, F., C. List. 2007. Arrow’s theorem in judgment aggregation. ,Social Choice and Welfare” 29
(1): 19-33.
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Dwie spos$rdd trzech oséb sadza, ze nastgpi wzrost PKB. Podobnie dwie osoby
uwazajg, ze wzrost PKB spowoduje wzrost inflacji oraz dwie osoby wierza, ze infla-
cja nie wzro$nie. Stanowisko wypracowane przez ekspertéw jest zatem sprzeczne.

Powyzszy przyklad stanowi ilustracje szerszego problemu, nazwanego przez Petti-
ta (zob. Pettit 2001) dylematem dyskursywnym (discursive dilemma). Okazuje sig, ze za-
stosowanie do zbioru logicznie powigzanych kwestii klasycznego sposobu podejmo-
wania decyzji — metody zwyklej wigkszosci, moze dawaé w rezultacie sprzeczny zbidr
zdan. Ponadto dzieje sie tak w sytuacji, gdy indywidualne poglady kazdego cztonka
grupy podejmujacej decyzje sa niesprzeczne. Historycznie pierwszy przyktad dylema-
tu dyskursywnego stanowi tak zwany paradoks doktryny (doctrinal paradox), analizo-
wany w dziedzinie prawa i ekonomii (zob. Kornhauser, Sager 1986).

Przyklad 1.3. (Paradoks doktryny) Trzech sedzibw ma podja¢ wspélng decyzje
w sprawie winy podejrzanego. Muszg w tym celu zaja¢ stanowisko w czterech kwestiach:
a: Podejrzany popetnit zarzucany mu czyn.
b : Zarzucany podejrzanemu czyn stanowi przestepstwo.
¢ <> aAb : Podejrzany jest winny wtedy i tylko wtedy, gdy popetnit przestepstwo.

¢ Podejrzany jest winny.

Wszyscy trzej sedziowie zgadzaja sie z trzecim stwierdzeniem stanowigcym dok-
tryne prawa. Sedzia I uwaza, ze podejrzany popelnit zarzucany mu czyn, ktéry ponad-
to jest przestepstwem. Sedzia II sadzi, ze podejrzany popetnit zarzucany mu czyn, ale
jego zdaniem nie byl to czyn niezgodny z prawem. Sedzia III twierdzi natomiast, ze
podejrzany nie popetnit zarzucanego mu czynu, ale zgadza sie ze stwierdzeniem, ze
czyn ten stanowi przestepstwo. W konsekwencji sedzia I jest zdania, ze podejrzany
jest winny, za$ sedziowie II i III zaprzeczaja winie podejrzanego.

Tabela 2. Paradoks doktryny

a b C<anb c
sedzia | tak tak tak tak
sedzia ll tak nie tak nie
sedzia llll nie tak tak nie
decyzja grupowa tak tak tak nie

Zrédio: Dietrich, F., C. List. 2007. Strategy-proof judgment aggregation. ,Economics and Philosophy” 23: 269-300.

Zal6zmy, ze rozwazane grono podejmuje decyzje, zgadzajac sie ze zdaniem, gdy wig-
cej jego czlonk6éw akceptuje to zdanie niz jego negacje. Mamy wéwczas do czynienia ze
sprzecznoscia, ktorg ilustruje powyzsza tabela. Sedziowie uznaja, ze podejrzany popelnit
zarzucany mu czyn oraz ze czyn ten stanowi przestepstwo, a jednoczesnie twierdzg, ze
jest on niewinny, co stanowi sprzeczno$¢ z jednomyslnie akceptowang doktryng prawa.
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Paradoks doktryny sformutowany zostal poczatkowo w kontekscie konfliktu mie-
dzy podejmowaniem decyzji na podstawie przestanki a podejmowaniem decyzji, opie-
rajac sie na wnioskach (zob. Kornhauser, Sager 1986). Dopiero po pewnym czasie za-
obserwowano, ze podobnie jak paradoks Condorceta ujawnia on istotng wade po-
wszechnie stosowanej procedury decyzyjnej (zob. Pettit 2001). Obserwacja ta stano-
wita inspiracje do glebszej refleksji na temat probleméw decyzyjnych polegajacych
na zajeciu grupowego stanowiska w sprawie zbioru logicznie powigzanych kwestii.
Powstalo pytanie, jak podejmowaé decyzje, by uniknaé sprzecznosci?

Pierwsze formalne podejscie do teorii agregacji sadéw zaproponowali List i Pet-
tit (zob. List, Pettit 2002). Podali oni ponadto dowdd pierwszego, prostego twierdze-
nia o nieistnieniu. Oparty na rachunku zdan model, ktérym si¢ postuzyli, byt jednak
bardzo ograniczony i pozwalal na analizowanie jedynie bardzo specyficznych, pro-
stych zagadnien. Model, ktéry zaprezentowany zostanie w ninejszym artykule, po-
wszechnie stosowany wspoélczesnie, stanowi jego uogélnienie. Zostat on sformuto-
wany przez Dietricha (zob. Dietrich 2007a) i bazuje na niezwykle ogdlnych podsta-
wach logicznych. Dzieki temu w jego jezyku mozna wyrazi¢ wiele skomplikowanych
probleméw decyzyjnych.

Teoria agregacji sadéw doskonale wpisuje si¢ w tradycje teorii wyboru spoleczne-
go nie tylko tematykg swoich badan, ale takze stosowang metodologig. W stosunku
do procedur podejmowania decyzji, dotyczacych zbioru logicznie powigzanych kwe-
stii, formutowane sg postulaty stanowigce bardziej lub mniej doktadne odpowiedniki
warunkéw naktadanych na metody agregacji preferencji. Majg one odzwierciedlaé
wymagania demokracji, odporno$¢ na zachowania strategiczne czy troske o respekto-
wanie autonomii os6b. Badania nad istnieniem i wlasno$ciami procedur decyzyjnych,
spelniajacych okreslony zestaw postulatéw, doprowadzily do udowodnienia wielu
twierdzen inspirowanych lub uogélniajacych znane wyniki teorii agregacji preferen-
cji, jak twierdzenie Arrowa (zob. Dokow, Holzman 2010a i Dietrich, List 2007a),
twierdzenie Gibbarda o istnieniu oligarchii (zob. Dietrich, List 2008a i Dokow,
Holzman 2010b), paradoks liberalizmu Sena (zob. Dietrich, List 2008b) oraz twier-
dzenie Gibbarda-Satterthwaite’a o manipulowalnosci (zob. Dietrich, List 2007d).

Zastosowanie metody aksjomatycznej w dziedzinie agregacji sadéw zaowocowato
nowymi pytaniami badawczymi wynikajgcymi ze stopnia ogélnosci podstaw logicz-
nych modelu. Odpowiedz na pytanie o klase metod posiadajacych zadane wtasnosci
zalezy bowiem w tym przypadku nie tylko od samych wlasnosci, ale takze od struktu-
ry logicznej problemu decyzyjnego, czyli stopnia powigzan logicznych zbioru rozwa-
zanych przez grupe kwestii. Mozemy przykladowo zapytaé, jak szeroka jest klasa
agend, dla ktérych jedyng metodg podejmowania decyzji spetniajaca zmodyfikowane
postulaty twierdzenia Arrowa jest dyktatura?
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Przyklad 1.4. Trzyosobowe grono specjalistow ma podja¢ decyzje w trzech kwestiach:

a: Lekarstwo A jest skuteczne w walce z rakiem.
b : Lekarstwo B jest skuteczne w walce z rakiem.
c Lekarstwo C jest skuteczne w walce z rakiem.

Specjalista I uwaza, ze skuteczne sg wszystkie trzy leki. Specjalista II jest zdania,
ze skuteczny jest wylgcznie lek A, za$ specjalista III sadzi, ze skuteczne sg leki A oraz
B. Przypus$émy, ze rozwazane grono zgadza si¢ ze zdaniem, jesli wiecej jego czlonkéw
akceptuje to zdanie niz jego zaprzeczenie. Opinie specjalistow oraz ich ostateczne sta-
nowisko w kazdej z rozwazanych kwestii ilustruje ponizsza tabela.

Tabela 3. Metoda zwyklej wigkszosci dla prostego problemu decyzyjnego

a b c
specjalista | tak tak tak
specjalista Il tak nie nie
specjalista Illl tak tak nie
decyzja grupowa tak tak nie

Zrédto: Opracowanie whasne.

W przypadku problemu decyzyjnego opisanego powyzej zastosowanie metody
zwyklej wiekszosci nie rodzi zadnych watpliwosci. Posiada ona wszystkie wlasno-
$ci demokratycznego podejmowania decyzji, a struktura logiczna agendy jest tak
prosta!, ze nie grozi nam podjecie decyzji sprzecznej. Nietrudno sie jednak domy-
§li¢, ze im bardziej skomplikowany logicznie jest problem decyzyjny, tym mniejsza
klasa procedur spetnia postawione wymagania. W ostatecznosci klasa ta moze by¢
pusta. Do najciekawszych wynikéw w teorii agregacji sadow nalezg twierdzenia
jednoznacznie rozstrzygajace, dla jakich agend istniejg, a dla jakich nie istnieja,
metody o zadanych wtasnosciach.

2. Podstawowe pojecia

W tym rozdziale zaczniemy od przypomnienia podstawowych pojec¢ teorii agrega-
cji preferencji. Nastepnie oméwimy wprowadzony przez Dietricha (zob. Dietrich
2007a) model formalny teorii agregacji sadéw. Wiekszo$¢ definicji zostanie zilustro-
wana przyktadami.

! Logicznie powigzane sg tylko kazde zdanie i jego negacja.
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2.1. Agregacja preferencji - model formalny

Zbior os6b. Zbior os6b podejmujacych spoleczng decyzje oznaczamy przez N = {1, 2,
..., n}. Jest on skonczony i niepusty.

Relacja preferencji. Relacjq preferencji nazywamy dowolng relacje binarng R
na skonczonym, niepustym zbiorze alternatyw spotecznych K = {x, y, z, ...}. Przyjmu-
jemy, ze zapis xRy oznacza, ze alternatywa x jest przynajmniej tak dobra, jak alterna-
tywa y. Jesli dla kazdej sposréd n oséb podejmujacych zbiorowg decyzje mamy jej re-
lacje preferencji R, na zbiorze alternatyw spolecznych K, to otrzymujemy profil prefe-
rencji indywidualnych (R, R,, ..., R)). Z relacja R wiazemy ponadto relacjg mocnej pre-
ferencji P, gdzie xPy zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy xRy i nieprawda, ze yRx, a tak-
ze relacje indyferencji I taka, ze xIy zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy xRy oraz yRx.
Przyjmujemy, ze zapis xPy oznacza, ze alternatywa x jest lepsza niz v, za$ zapis xIy, ze
alternatywa x jest réwnie dobra jak y. Powiemy, ze relacja preferencji R jest:

* spdjna, jesli dla dowolnych x, y € K takich, ze x # y, zachodzi xRy lub yRx, czy-
li nie istniejg dwie rézne alternatywy, ktérych jednostka badZz grupa nie jest
w stanie poréwnac,

* zwrotna, jesli dla kazdego x € K mamy xRx, czyli kazda alternatywa jest uzna-
wana za przynajmniej tak dobra jak ona sama,

* przechodnia, jesli dla dowolnych x, y, 7 € K zachodzi: (xRy oraz yRz) impliku-
je xRz,

* quasi-przechodnia, jesli odpowiadajaca jej relacja P jest przechodnia, czyli dla
dowolnych x, y, z € K zachodzi: (xPy oraz yPz) implikuje xPz,

* acykliczna, jesli odpowiadajgca jej relacja P jest acykliczna, czyli dla dowol-
nych alternatyw x, y, z, ..., u, v € K zachodzi: jesli (xPy, yPz, ..., uPv), to nie-
prawda, ze vPz.

Nietrudno zauwazy¢, ze relacja mocnej preferencji P jest przeciwsymetryczna, czy-
li dla dowolnych x, y € K, jesli xPy, to nieprawda, ze yPx. Oznacza to, Ze jest ona row-
niez przeciwzwrotna?, czyli dla kazdego x € K nieprawda, ze xPx. Obie wlasnosci zga-
dzajg si¢ z intuicjg zwigzang z pojeciem mocnej preferencji. Pierwsza z nich oznacza,
ze uznanie alternatywy x za lepszg od y wyklucza uznanie alternatywy y za lepsza od x.
Druga natomiast glosi, ze zadna alternatywa nie jest uznawana za lepszg od siebie sa-
mej. Relacja indyferencji I jest z kolei symetryczna, czyli dla dowolnych x, y € K, jesli
xly, to zachodzi yIx. Uznajac alternatywe x za réwnie dobra jak y, uznajemy jednocze-
$nie alternatywe y za réwnie dobra jak x.

2 Kazda relacja przeciwsymetryczna jest przeciwzwrotna.
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Zauwazmy, ze jesli relacja preferencji R jest spdjna i zwrotna, to dla dowolnej pa-
ry alternatyw x, y € K mamy xPy albo yPx albo xIy. Zamiast rozwaza¢ relacje prefe-
rencji R mozemy w tym przypadku réwnowaznie méwi¢ o odpowiadajacej jej relacji
mocnej preferencji P. W dalszym ciggu artykutu zaktadamy, ze wszystkie analizowa-
ne relacje preferencji R sg spéjne i zwrotne, a méwigc o relacji mocnej preferencji P,
mamy na mysli relacje przeciwsymetryczng. Relacje R spelniajgca ponadto warunek
przechodnio$ci nazywamy stabym porzqdkiem lub racjonalng relacjq preferencii.

Metoda agregacji. Funkcje F, ktora profilowi preferencji indywidualnych (R, R,,
.., R)) przyporzadkowuje relacj¢ F(R, R,, ..., R,) = R na zbiorze alternatyw spotecz-
nych K, interpretowang jako relacja preferencji spolecznej, nazywamy metodq agrega-
cji. Zbioér profili, na ktérym okreslona jest funkcja F, nazywamy jej dziedzing.

Metoda zwyklej wigkszoéci. Najpopularniejsza metoda agregacji preferencji — me-
toda zwyklej wigkszosci zostala juz wspomniana przy okazji opisywania paradoksu
Condorceta (zob. przyktad 1.1). Teraz zdefiniujemy jg formalnie. Metoda ta przedkta-
da alternatywe x nad alternatywe y, jesli wiecej czlonkéow grupy przedktada x nad y
niz y nad x, czyli

xPy =|{ie N: xRy} p|{ie N:yPx}|.

Dyktatura. Jesli istnieje taka osoba i, ze dla kazdego profilu preferencji jej mocna
indywidualna preferencja miedzy dowolng parg alternatyw x, y wyznacza takg samg
preferencje spoleczna, czyli xP,y = xPy, to mamy do czynienia z dyktaturq.

Pozadane jest, aby metoda agregacji preferencji spelniata pewne warunki wyraza-
jace wlasnosci demokratycznego podejmowania decyzji.

* Staba optymalnos¢ Pareto. Jesli w sytuacji, gdy wszyscy przedkladajg alterna-
tywe x nad alternatywe y, metoda agregacji réwniez przedktada x nad y, to po-
wiemy, ze spelnia ona warunek stabej optymalnosci Pareto.

* Niezaleznos¢ od alternatyw niezwigzanych. Metoda agregacji spelnia waru-
nek niezaleznosci od alternatyw niezwigzanych, jesli dla dowolnych alternatyw
x, y € K i dowolnych profili (R, R,, ..., R ) oraz (R,", R,’, ..., R ) nalezacych
do dziedziny zachodzi

(Vie NRy & xRy A YRX < YR X)) = (XRy & xRy A yRx & YR'X).

Oznacza to, ze spoleczna preferencja miedzy alternatywami x i y zalezy wy-
lacznie od preferencji cztonkéw grupy wzgledem tych alternatyw i nie maja
na nig wplywu preferencje zwigzane z innymi alternatywami.

* Neutralnos¢. Metode agregacji nazwiemy neutralng, jesli dla kazdej permutacji
o zbioru alternatyw K i dowolnych profili (R,, R,, ..., R ) oraz (R,", R,’, .., R)")
nalezacych do dziedziny zachodzi
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(Vie NVx,ye K(XRy & ()R a(y))) = (Vx,ye K(XRy & 6(X)R 6 (y))).

Oznacza to, ze preferencja spoleczna miedzy kazdg parg alternatyw wyznaczana
jest w taki sam sposéb.

2.2. Agregacja sagdéw - model formalny

Zbiér os6b. Podobnie jak w przypadku agregacji preferencji, w teorii agregacji sg-
déw rozwazamy skonczony, niepusty zbiér oséb N = {1, 2, ..., n} podejmujacych spo-
teczng decyzje.

Logika. Kwestie, ktore grupa ma do rozstrzygniecia, wyrazone sg w jezyku logiki
formalnej. Systemem logicznym nazwiemy niepusty zbior zdan® L zamkniety ze wzgle-
du na negacje (jesli p € L, to —p € L) wraz z wyrézniong rodzing swoich podzbioréw,
nazywanych niesprzecznymi. Rodzina ta ma nastepujace wlasnosci:

* kazda para {p, —p} c L jest zbiorem sprzecznym,
* podzbidr kazdego zbioru niesprzecznego jest niesprzeczny,

¢ zbidr pusty @ c L jest niesprzeczny oraz dla kazdego niesprzecznego zbioru S
c L istnieje niesprzeczny nadzbiér T ¢ L taki, ze dla kazdej pary {p, —-p} c L
mamyp e Tlub—pe T.

0 zbiorach S c L spoza rodziny zbioréw niesprzecznych méwimy natomiast, ze sg
sprzeczne. Pojecie niesprzeczno$ci okresla logiczne powigzania mi¢dzy zdaniami. Po-
wiemy, ze ze zbioru zdan A ¢ L wynika zdanie p € L (ozn. A L p), gdy zbiér A U {—p}
jest sprzeczny.

Przyklad 2.1. Systemem logicznym jest rachunek zdan. Do zbioru L naleza w tym
przypadku wszystkie poprawnie zbudowane formutly rachunku zdan, czyli miedzy in-
nymi zdania a, —a, b, a A b oraz a — b. Do rodziny zbioréw niesprzecznych zaliczamy
wszystkie zbiory S c L, dla ktérych istnieje takie warto$ciowanie, ze warto$¢ logiczna
kazdego zdania p € S jest rowna 1. Sa to zbiory takie, jak {a, a — b, b} lub {a, a A b}.
Zbiorem sprzecznym bedzie przyktadowo zbiér {a, —a}, czy tez {a, a - b, —=b}.

Zdefiniowane w powyzszy sposéb przez Dietricha (zob. Dietrich 2007a) pojecie
systemu logicznego jest niezwykle ogélne i abstrakcyjne. Kosztem wysokiego stopnia
abstrakcji modelu otrzymujemy jednak duzg dowolno$¢ doboru odpowiedniego ro-
dzaju logiki do analizy konkretnych probleméw decyzyjnych. Poza rachunkiem zdan

3 Przez zdania rozumiemy skoficzone ciggi symboli. Przyktadowo: a, x — ¢, Vx(Px).
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systemy logiczne w rozumieniu podanej definicji stanowig miedzy innymi jezyki ra-
chunku predykatéw czy tez logiki modalnej (zob. [Dietrich 2007a]).

Agenda. Zbiér kwestii, co do ktérych grupa ma podjaé zbiorowa decyzje, nazywa-
my agendq. Jest to skoficzony, niepusty podzbiér X zbioru L taki, ze X = {p, -p:pe X}
dla pewnego zbioru niezanegowanych* zdan X, . Taka definicja pozwala unikna¢ pro-
blemu podwdéjnych negacji. Dla uproszczenia, podajac przyktady agend, bedziemy za-
zwyczaj ogranicza¢ si¢ do wypisania elementéw zbioru X .. Zaktadamy ponadto, ze
——p oznacza zdanie p.

Przyklad 2.2. Do analizy problemu decyzyjnego opisanego w przyktadzie 1.2 mo-
zemy zastosowac system logiczny L bedacy rachunkiem zdan. Stwierdzenia rozwaza-
ne przez grupe reprezentujemy za pomocg poprawnie zbudowanych formul. Agende
stanowi wowczas zbidr

X ={a,—a,a — b,—(a— b),b,—b}.

Elementami zbioru X, s3 natomiast zdania a, a — b oraz b.

Mozliwe jest réwniez analizowanie agend nieskoniczonych. Po pewnej modyfikacji
zalozen pozostaje dla nich w mocy wiekszo$¢ twierdzen. Uogdlnienie wynikéw uzysku-
je sie jednak kosztem wydluzenia i komplikacji dowodéw. Dla elegancji i jasnosci wy-
wodu ograniczymy sie do rozwazania agend skonczonych. Zakltadamy ponadto, ze
do agendy nie nalezg zdania sprzeczne® ani tautologie®, czyli dla kazdego zdaniap € X
zaréwno zbiér {p}, jak i {—p} sg niesprzeczne.

Zbior sadéw. Zbiorem sqdéw nazywamy zbiér zdan A c X zawierajacy te sposrod
zdan nalezacych do agendy, ktére sg akceptowane przez pewng jednostke badz gru-
pe. Przy czym zazwyczaj przyjmujemy, ze ,akceptowaé” zdanie p € X oznacza tyle, co
,wierzy¢, ze zdanie p jest prawdziwe”. Jesli dla kazdej sposrod n 0séb podejmujgcych
zbiorowa decyzj¢ mamy dany jej zbi6r sadéw, to otrzymujemy profil (A, A,, ..., A, ).

Przyklad 2.3. W przypadku opisanym w przykladzie 1.2 zbiorami sadéw
oséb I, I1'i IIT s3 odpowiednio zbiory A, = {a, a = b, b}, A, = {-a, a = b, =b} oraz
A3= {Cl, —|(a - b), —J?}

Za Dietrichem (zob. Dietrich 2007a) wprowadzimy teraz cztery klasyczne warunki
nakladane na zbiér sagdéw. Stanowig one probe formalnego odzwierciedlenia zatozen
o indywidualnej badz grupowej racjonalno$ci. Powiemy, ze zbiér sagdéw A c X jest:

4
5

Przez zdanie niezanegowane rozumiemy zdanie, ktére nie rozpoczyna sie od symbolu negacji —.
Zdaniem sprzecznym nazywamy zdanie p € L, dla ktérego zbior {p} jest sprzeczny.
¢ Tautologig nazywamy zdanie p € L, dla ktérego zbior {—p} jest sprzeczny.
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* niesprzeczny, jesli jest niesprzeczny w sensie danego systemu logicznego L,
* zupelny, jesli dla kazdego p € X mamy p € A lub —p € A7,

* calkowicie racjonalny, jesli jest zupelny i niesprzeczny,

* dedukcyjnie domknigty, jesliA = {p € X: A L p}.

Zauwazmy, ze w rozumieniu powyzszej definicji, aby dany zbiér sagdéw nazwac
catkowicie racjonalnym, nie wystarczy, zeby byt on niesprzeczny. Deklarujgca go jed-
nostka badZ grupa powinna wyrazi¢ ponadto swoje zdanie na temat kazdej kwestii na-
lezacej do agendy, gdyz zbiér sadéw spetnia warunek zupelnosci, jesli dla kazdego
zdania p € X akceptowane jest to zdanie lub jego negacja. Ciekawg alternatywe dla te-
go do$¢ wymagajacego i przez to czesto krytykowanego postulatu (zob. Gardenfors
2006) stanowi dedukcyjna domknigtos¢é. Oznacza ona, ze akceptacja pewnego zbioru
zdan pocigga za sobg jednoczesnie akceptacje wszystkich zdan, stanowigcych jego lo-
giczng konsekwencje. Nietrudno zauwazy¢, ze kazdy catkowicie racjonalny zbiér sa-
déw jest jednoczesnie dedukcyjnie domkniety.

Przyklad 2.4. Powr6émy raz jeszcze do przypadku opisanego w przykladzie 1.2.
Przypomnijmy, ze X = {a, —a, a > b, ~(a - b), b, —=b}. Woéwczas zbiér sadow:

* {a, a > b} jest niesprzeczny, ale nie jest zupelny ani dedukcyjnie domkniety,

* {a, a — b, b} jest zupelny, ale nie jest niesprzeczny ani dedukcyjnie domkniety,

* {a} jest dedukcyjnie domkniety i niesprzeczny, ale nie jest zupelny,

* {a, —a, a > b, =(a = b), b, =b} jest zupelny i dedukcyjnie domknigty, ale
sprzeczny (zbiér dedukcyjnie domknigty i sprzeczny zawiera wszystkie ele-
menty agendy, czyli jedynym przykladem takiego zbioru jest cala agenda X),

* {a, —~(a - b), —b} jest niesprzeczny i zupelny, czyli catkowicie racjonalny,
a wiec takze dedukcyjnie domkniety.

Metoda agregacji. Funkcje F, ktéra profilowi indywidualnych zbioréw sadéow
(A, A,, ..., A )przyporzadkowuje zbior F(A,, A,, .., A)) = A c X, interpretowany jako
zbiér zdan spolecznie akceptowanych przez grupe N, nazywamy metodq agregacii.
Chcieliby$my, aby byta ona maksymalnie uniwersalna, zeby osoby zaangazowane
w proces decyzyjny mogly cieszy¢ si¢ mozliwie duzg swoboda w deklarowaniu swo-
ich pogladéw. Zaktadamy jednak zazwyczaj, ze indywidualne zbiory sadéw bedace
przedmiotem agregacji sg w jakims$ sensie ,rozsadne”, czyli przynajmniej niesprzecz-
ne. Zbidr profili, na ktérym okreslona jest funkcja F, nazywamy jej dziedzing.

7 Zauwazmy, ze wlasno$¢ zupetnosci zbioru sadéw zalezy w szczegolnosci od agendy, ktorej jest on podzbio-
rem. Wprowadzone pojecie zupetnosci rézni sie wiec nieco od wystepujacej w logice wlasnosci zupetnoscei,
np. zupelnosci danego zbioru formut rachunku zdan.
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Metoda zwyklej wigkszosci. Metodg agregacji sagdéw bardzo czesto stosowang
w praktyce jest metoda zwyktej wigkszosci. Definiujemy jg analogicznie jak w przypad-
ku agregacji preferencji. Zdanie p € X jest spotecznie akceptowane, jesli wiecej czton-
kéw grupy akceptuje to zdanie niz jego zaprzeczenie, czyli

F(ALA,...A)={pe X:{ie N:pe A} PI{ie N:—pe A}}.

Jak juz sie przekonali$émy, decyzja podjeta w wyniku zastosowania tej metody mo-
ze by¢ sprzeczna.

Metoda oparta na przestankach. Jedng z metod, ktérych dotyczy omawiany we
wprowadzeniu paradoks doktryny, stanowi metoda oparta na przestankach (premise-
-based rule). Aby ja zastosowaé, nalezy wyrézni¢ wsréd rozwazanych kwestii zbioér Y
nazywany zbiorem przestanek i podja¢ w ich sprawie decyzje przy uzyciu metody zwy-
klej wiekszosci. Ostatecznie spolecznie akceptowane sg wszystkie zdania, ktére stano-
wig logiczng konsekwencje zbioru zaakceptowanych przestanek, czyli

F(ALA,... A)={pe X:G(A,A.... A))NY L p},
gdzie funkcja G oznacza metode zwyklej wigkszosci.

Przesledzmy zastosowanie tej metody w przypadku opisanym w przyktadzie 1.2.
Jesli uznamy za przestanki elementy zbioru {a, a — b} oraz ich negacje, to w wyniku
zastosowania metody zwyklej wiekszosci otrzymamy zbior {a, a — b}. Jego logiczng
konsekwencje stanowi zdanie b. Ostatecznie wiec decyzja spoleczng jest zbior sadéw

{a, a = b, b} (zob. tabela 4).

W powyzszym przyktadzie jest stosunkowo jasne, ktére sposrdd elementéw agen-
dy nalezy uzna¢ za przestanki. Trzeba jednak podkresli¢, ze w ogélnosci podziatu do-
konuje si¢ arbitralnie i zalezy on od interpretacji. Jesli powigzania logiczne pomiedzy
elementami agendy sg ztozone, decyzja ta moze sie okazaé trudna i kontrowersyjna.
Zwlaszcza ze w sposob oczywisty wplywa ona na wynik procesu agregacji.

Metoda oparta na konkluzjach. Metod¢ w pewnym sensie opozycyjna do metody
opartej na przestankach stanowi metoda oparta na konkluzjach (conclusion-based ru-
le). Tu réwniez wyr6zniamy spo$réd rozwazanych zdan pewien podzbiér Z nazywany
zbiorem konkluzji, a nastepnie stosujac metode zwyklej wiekszosci decydujemy, ktére
z nich beda spolecznie akceptowane. Wstrzymujemy si¢ natomiast od decyzji w kwe-
stii pozostatych elementéw agendy, interpretowanych jako przestanki.

FIAL A A)=G(AL A AN Z,

gdzie funkcja G oznacza metode zwyktej wiekszosci.
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Efektem zastosowania powyzszej metody do przypadku opisanego w przykladzie 1.2,
przy wyr6znionym zbiorze konkluzji {b, —b}, jest jednoelementowy zbiér sgdéw ak-
ceptowanych spotecznie {—b} (zob. tabela 4).

Do metody opartej na konkluzjach odnosza si¢ podobne zastrzezenia, co do meto-
dy opartej na przestankach. Wynik procesu agregacji zalezy od wyboru zbioru wyr6z-
nionych zdan Z. Problemy moze rodzi¢ takze brak rozstrzygnie¢ w sprawie przestanek.
Grono podejmujgce decyzje nie ma bowiem podstaw, by uzasadni¢ swoje stanowisko.

Dyktatura. Skrajnie zdegenerowang metode agregacji stanowi dyktatura. Mamy
z nig do czynienia w sytuacji, gdy istnieje taka osoba i, ze sad p € X jest spolecznie ak-
ceptowany wtedy i tylko wtedy, gdy akceptuje go osoba i, czyli dla kazdego profilu na-
lezacego do dziedziny zachodzi F(A, A,, ..., A) = A.. Zauwazmy, ze pojecie to definiu-
jemy nieco inaczej niz w przypadku agregacji preferencji, gdzie dopiero mocna indy-
widualna preferencja dyktatora wyznacza taka sama preferencje spoleczng. Relacja
preferencji spolecznej uzyskana w wyniku dyktatury nie musi by¢ zatem dokladnie ta-
ka sama, jak relacja preferencji dyktatora.

Tabela 4 przedstawia wyniki zastosowania kazdej z opisanych wyzej metod agre-
gacji sadow w przypadku agendy oraz profilu indywidualnych zbioré6w sadéw opisa-
nych w przykladzie 1.2.

Tabela 4. Por6wnanie wynik6w zastosowania czterech réznych metod agregacji sadow

a a—b c
osoba | tak tak tak
osoba Il nie tak nie
osoba llll tak nie nie
metoda zwyktej wiekszosSci tak tak nie
metoda oparta na przestankach tak tak tak
metoda oparta na konkluzjach nie
dyktatura osoby Il nie tak nie

Zrédto: Opracowanie whasne.

Podobnie jak teoria agregacji preferencji, teoria agregacji sadéw formutuje w sto-
sunku do analizowanych metod formalne warunki majace na celu odzwierciedlenie
pozadanych wlasnosci demokratycznego procesu podejmowania decyzji.

* Zachowanie jednomyslnosci. Jesli zadeklarowanie przez kazdego z cztonkéw
grupy takiego samego zbioru sagdéw indywidualnych A wyznacza zbiér A jako
decyzje spoleczng, czyli F(A, A, ..., A) = A, to powiemy, ze metoda agregacji
zachowugje jednomysinosé.

* Niezaleznos¢. Metode agregacji nazwiemy niezaleing, jesli dla kazdego zdania
p € X i dowolnych profili (4, 4,, ..., A) oraz (A", A, ..., A") nalezacych
do dziedziny zachodzi
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(Vie N(pe A & pe A)) = (pe F(ALA,.... A) & Pe F(AL A, A)).

Oznacza to, ze spoleczna decyzja w kwestii zdania p € X zalezy wylacznie
od pogladéw cztonkéw grupy na jego temat i nie maja na nig wptywu indywi-
dualne oceny pozostalych zdan nalezacych do agendy.
* Systematyczno$é. Metode agregacji nazwiemy systematyczng, jesli dla dowol-
nych zdan p, g € X i dowolnych profili (4,, 4,, ..., A ) oraz (A", A, ..., A ') na-
lezacych do dziedziny zachodzi

(Vie N(pe A < e A))= (pe F(AL A A) & de F(AL AL AY).

Nietrudno zauwazyé, ze metoda systematyczna jest niezalezna (wystarczy
podstawi¢ p = ¢). Ponadto decyzja spoteczna w kwestii kazdego zdania nale-
zacego do agendy podejmowana jest w taki sam sposéb.

W literaturze spotka¢ mozna kilka, nieznacznie si¢ od siebie réznigcych, warian-
téw warunkéw naktadanych na metody agregacji sadéw. Powyzsze definicje pocho-
dzg z przegladowej pracy Lista i Puppego (zob. List, Puppe 2009).

Dyktatura spelnia wszystkie powyzsze postulaty. Metoda zwyklej wiekszo$ci row-
niez, ale tylko w przypadku, gdy jej dziedzne stanowig profile catkowicie racjonalnych
zbioréw sagdéw. W przeciwnym razie narusza ona warunek niezaleznosci (zob. przy-
ktad 3.6), a wiec takze systematycznoSci. Jesli dziedzing metody opartej na przestan-
kach jest zbior wszystkich profili calkowicie racjonalnych zbioréw sadéw oraz wyzna-
cza ona calkowicie racjonalne zbiory sagdéw, to zachowuje jednomyslnosé. Nie jest
ona jednak ani niezalezna (akceptacja poszczegdlnych zdan zalezy od zbioru zaakcep-
towanych przestanek), ani systematyczna (decyzja spoleczna w sprawie przestanek
podejmowana jest inaczej niz w kwestii pozostalych elementéw agendy). Stosujac me-
tode opartg na konkluzjach, bierzemy pod uwage tylko pewien podzbiér agendy. Me-
toda ta nie zachowuje zatem jednomyslnosci ani nie jest systematyczna. Podobnie jak
metoda zwyklej wiekszo$ci bywa niezalezna.

3. Por6éwnanie modeli

Po zapoznaniu sie z modelami formalnymi interesujgcych nas teorii mozemy przejsé
do oméwienia ich wzajemnych relacji. Wprowadzajac ogdlny model formalny teorii agre-
gacji sad6w, Dietrich zaproponowat jednoczesnie sposéb ujecia w nim modelu teorii agre-
gacji preferencji (zob. Dietrich 2007a). W tym rozdziale pokazemy, w jaki sposéb mozna
wyrazi¢ agregacje preferencji, postugujac sie jezykiem teorii agregacji sadéw. Poréwnamy
ponadto warunki naktadane w obu teoriach na dziedzine, wynik oraz metody agregacji.
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3.1. Agregacja preferencji jako agregacja sadéw

Agenda preferencji. Systemem logicznym, ktéry stuzy do reprezentacii relacji preferen-
cji, jest prosty jezyk pierwszego rzedu z binarnym symbolem relacyjnym >, reprezentuja-
cym mocng preferencje oraz zbiorem stalych K = {x, y, z, ...}, reprezentujacych alternaty-
wy spoleczne. Agende preferencji stanowi zbior X ={x> y,—(x> y):x,ye K i x= y}.

Aby méc méwic o relacjach acyklicznych, quasi-przechodnich czy przechodnich, na-
lezy odpowiednio zdefiniowaé pojecie niesprzecznosci. Niech H bedzie zbiorem zdan
wyrazajacych w sposéb formalny warunki spetniane przez ostre liniowe porzadki:

o (YV)(VV,R) (VY =V, = =(V, > V) (przeciwsymetria),
o (VW) (YVL) (VL) (V) =V AV, = V) =V = V) (przechodnio$c),
o (VW) (V) (v =V,) = (v =V, vV, =) (sp6jnosé).

Niech ponadto dla kazdej pary réznych stalych x, y € K do zbioru H nalezy zdanie
—(x = y). Przyjmujemy, ze zbiér zdan A c X jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy
zbiér A U H jest niesprzeczny jako zbior formut rachunku predykatéw pierwszego rzedu®.

Kazdej relacji preferencji R na zbiorze K mozemy przyporzadkowaé zbiér sagdow
A taki, ze A={x>y,—(y> X):x,ye K i xPy}, gdzie P jest relacja mocnej preferen-
cji, odpowiadajaca relacji R.

Przyklad 3.1. Rozwazmy trzyelementowy zbiér alternatyw spolecznych K = {x, v,
Z, ...;. Agende preferencji stanowi wowczas zbidr X zawierajacy zdania x>y, y> X,
y=12, z>Y, Z-X, X>z oraz ich negacje. Relacji preferencji R takiej, ze xPy, xPz
oraz ylz przyporzadkujemy zbidr sadow {x > y,—(y > X), x> z,—(z> X)}.

Zauwazmy, ze jesli zachodzi xIy, to do zbioru sadéw A nie nalezg ani zdania x>y,
—(x>y), ani zdania y> x, —(y> X). Relacja indyferencji traktowana jest tym sa-
mym, jak wstrzymanie si¢ od glosu w kwestii zdan x>y oraz y > x.

Niesprzecznos¢ a acyklicznos¢ preferencji. Acyklicznym relacjom preferencji R od-
powiadajg niesprzeczne zbiory sadow (zob. [Dietrich, List 2008b], [List, Polak 2010]).

Przyklad 3.2. Rozwazmy trzyelementowy zbiér alternatyw spotecznych K = {x, v,
Z, ...}. Agende preferencji stanowi wowczas zbior X zawierajacy zdania x>y, y = X,
y=12z, z>Y, Z- X, X>z oraz ich negacje.

8 Zbiér formut rachunku predykatéw pierwszego rzedu jest sprzeczny, jesli za pomoca aksjomatow logicznych
oraz regul wnioskowania mozna z niego wyprowadzi¢ formuly ¢ oraz —¢.
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* Relacji preferenciji R takiej, ze xPy, yPz oraz zPx odpowiada zbiér sadow
{x>=y,=(y>X),y>2z—(2>Y),2> X,—(X> 2)}.

Relacja R nie jest acykliczna, a odpowiadajacy jej zbidr sadéw jest sprzeczny, gdyz
wchodzi w sprzeczno$¢ z warunkiem przechodniosci nalezacym do zbioru H.

* Relacji preferencji R takiej, ze xPy, yPz oraz xIz odpowiada zbiér sadow

{x>y,=(y>X),y>z-=(z>Vy)}.

Relacja R jest acykliczna. Odpowiadajacy jej zbior sagdow jest niesprzeczny,
gdyz stanowi podzbiér niesprzecznego zbioru sadéow {x>y,—(y > X),y > z,
—(z>y), x> z,—(z> X)}, ktéremu z kolei odpowiada porzadek liniowy, spet-
niajagcy oczywiscie wszystkie warunki nalezace do zbioru H.

Skoro potrafimy méwi¢ o agregacji preferencji jezykiem teorii agregacji sadéw
i wiemy, ze pojeciu acyklicznej relacji preferencji odpowiada pojecie niesprzecznego
zbioru sadéw, to mozemy zaobserwowac, ze opisany w przyktadzie 1.1 paradoks Con-
dorceta stanowi w istocie szczegdlny przypadek dylematu dyskursywnego (zob. List
2010, List, Polak 2010).

Przyklad 3.3. Trzy osoby podejmujg decyzje w sprawie trzech alternatyw spotecznych
x, y oraz 7. Agende preferencji stanowi zbior X zawierajacy zdania X =y, y > X, y> Z,
Z>y, z> X, X> z oraz ich negacje. Preferencje czlonkéw grupy s nastepujace:
* Osoba I uwaza alternatywe x za najlepsza, za$ alternatywe y za lepsza niz z,
czyli A ={x>y,=(y*> X),y> z,—(z> y),X = z,—(z> X)}.
* Osoba IT uwaza alternatywe y za najlepsza, za$ alternatywa z jest jej zdaniem
lepsza niz x, czyli A, ={y > z,—(z> y),z> X,—(X > 2), ¥y > X,—(X > y)}.
* Osoba IIl uwaza natomiast za najlepsza alternatywe z, za$ alternatywe x
za lepsza niz y, czyli Ay ={z> x,—(X> 2), x> y,—(y > X),Z> y,—(y > 2)}.
Przypu$émy, ze rozwazane grono podejmuje decyzje metodg zwyklej wigkszosci.
Opinie poszczegblnych oséb oraz ostateczne stanowisko ilustruje ponizsza tabela.

Tabela 5. Paradoks Condorceta

X>Yy y>2z Z>X
osoba | tak tak nie
osoba ll nie tak tak
osoba Il tak nie tak
grupa decyzyjna tak tak tak

Zrodlo: List, C., B. Polak. 2010. Introduction to judgment aggregation. ,Journal of Economic Theory” 145
(2): 441-466.
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Zbior sagdéw wyznaczony w wyniku zastosowania metody zwyklej wigkszosci to
A={x>y,=(y>X),y>2-(z>Y), 2> X,—(X> 2)}.

Jest on sprzeczny, gdyz wchodzi w sprzecznos$é z warunkiem przechodnio$ci nale-
zacym do zbioru H. Odpowiadajaca mu relacja preferencji jest cykliczna: rozwigzanie
x jest spolecznie lepsze od y, y - spolecznie lepsze od z, za$ z - spolecznie lepsze od x.

Dedukcyjna domknigtos¢ a quasi-przechodnios¢ preferencji. Zdefiniowanie nie-
sprzeczno$ci za pomocg zbioru H, ujmujacego w sposéb formalny warunki spetniane
przez ostre liniowe porzadki, umozliwia wyrazenie w jezyku teorii agregacji sgdéw
pojecia acyklicznej relacji preferencji. Jesli relacja mocnej preferencji jest przechod-
nia, to odpowiadajacy jej niesprzeczny zbiér sadéw jest ponadto dedukcyjnie do-
mkniety. Zachodzi nastepujace stwierdzenie (zob. Dietrich, List 2008a):

Fakt 3.1. Quasi-przechodnim relacjom preferencji R na zbiorze K odpowiadajq nie-
sprzeczne i dedukceyjnie domknigte zbiory sqdéw A c X. Odpowiednios¢ ta jest wzajemnie
jednoznaczna.

Przyklad 3.4. Rozwazmy trzyelementowy zbiér alternatyw spotecznych K = {x, v,
Z, ...}. Agende preferencji stanowi zbior X zawierajacy zdania x>y, y>X, y>z,
Z>Yy, Z> X, X> z oraz ich negacje.

* Relacji preferencji R takiej, ze xPy, yPz oraz xIz odpowiada zbiér sagdéw
{x>=y,=(y>x),y>z-(z>y)}.

Relacja R nie jest quasi-przechodnia, a odpowiadajacy jej zbiér sadéw nie
jest dedukcyjnie domkniety, gdyz {x>=y,y=Z UH Lx>z ale
X>=zg{X>y,=(y>X),y>z—-(z> y)}

* Relacji preferencji R takiej, ze xPy, ylz oraz xIz odpowiada zbiér sadow
{x>y,—(y > X)}. Relacja R jest quasi-przechodnia, a odpowiadajacy jej zbiér
sadéw jest dedukcyjnie domkniety.

3.2. Liniowe porzadki

Dla oswojenia z agendg preferencji przyjrzymy si¢ najprostszemu przypadkowi ra-
cjonalnej relacji preferencji, gdy odpowiadajaca jej relacja mocnej preferencji P jest
ostrym liniowym porzadkiem. Dla dowolnej pary réznych alternatyw x, y zachodzi
wowczas xPy albo yPx. Relacje R o takiej wlasnosci nazywamy mocnym porzqdkiem.
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Calkowita racjonalno$¢ sad6w a mocne porzadki. Niech X bedzie agenda preferen-
cji odpowiadajacg zbiorowi alternatyw spotecznych K. Rozwazmy mocny porzadek R
na zbiorze K oraz odpowiadajacy mu zbiér sadéw A c X. Zbidr A jest oczywiscie nie-
sprzeczny. Skoro dla kazdej pary réznych alternatyw x, y zachodzi xPy albo yPx, to
do zbioru A nalezy doktadnie jeden element z kazdej pary zdan {x > y,—(x > y)} oraz
{y>x,—(y > X)}. Zbior A jest wiec réwniez zupelny. Formalnie ujmuje to nastepuja-
ce stwierdzenie (zob. Dietrich, List 2007a):

Fakt 3.2. Mocnym porzgdkom R na zbiorze K odpowiadajq catkowicie racjonalne
zbiory sqdéw A c X. Odpowiednios¢ ta jest wzajemnie jednoznaczna.

Oznaczmy przez S zbiér wszystkich mocnych porzadkéw na zbiorze K, a przez C
zbiér wszystkich catkowicie racjonalnych zbioréw sadéw A c X.

Przyklad 3.5. Rozwazmy trzyelementowy zbiér alternatyw spotecznych K = {x, v,
Z, ...;. Agende preferencji stanowi zbidr X zawierajacy zdania x>y, y>=X, y>z
Z>Yy, z> X, X»> z oraz ich negacje.

* Relacji preferencji R takiej, ze xIy, yPz, xPz odpowiada zbi6r sgdéw
{y>z,—(z>y),x>2z—-(z>Xx)}.

Relacja R nie jest mocnym porzadkiem, a odpowiadajacy jej zbiér sadéow nie
jest catkowicie racjonalny, gdyz nie spelnia warunku zupetnosci.

* Relacji preferencji R takiej, ze xPy, yPz oraz xPz odpowiada zbi6r sadow
{x=y,=(y>=X),y> 2,—(2> y), X~ 2,=(z2 > X)}.

Relacja R jest mocnym porzadkiem, a odpowiadajacy jej zbior sadow jest cal-
kowicie racjonalny.

Wlasnosci metod agregacji. Niech F bedzie metodg agregacji preferencji, okreslo-
ng na zbiorze S" wszystkich profili racjonalnych relacji preferencji, bedacych ponad-
to mocnymi porzadkami, o warto$ciach w zbiorze S. Funkcji F w sposéb naturalny
odpowiada metoda agregacji sadéw F’ okreslona na zbiorze C" wszystkich profili cal-
kowicie racjonalnych zbioréw sadéw, o wartosciach w zbiorze C. Z faktu 3.2 wynika,
ze przyporzadkowanie to jest bijekcja (zob. Dietrich, List 2007a, List 2010).

Zauwazmy, ze kazdy profil catkowicie racjonalnych zbior6w sadéw ma pewna wta-
sno$¢ utatwiajgcg analize. Skoro kazda osoba akceptuje doktadne jedno sposréd kaz-
dej pary zdan{p, —p} c X, to zbiér oséb akceptujacych zdanie p, czyli {ie N:pe A}
jednoznacznie wyznacza zbidr oséb akceptujacych zdanie —p. Mianowicie:
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{ie N:—pe A} =N\{ie N pe A}.

Wobec tego w przypadku mocnych porzadkéw zachodza nastepujace zaleznosci
pomig¢dzy znanymi nam warunkami naktadanymi na metody agregacji preferencji
a warunkami naktadanymi na metody agregacji sadéw (zob. Dietrich, List 2007a):

* Metoda agregacji preferencji F spelnia warunek niezaleznosci od alternatyw
niezwigzanych wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajaca jej metoda agregacji
sadéw F’ jest niezalezna.

* Metoda agregacji preferencji F spetnia warunki stabej optymalnosci Pareto oraz
niezaleznosci od alternatyw niezwigzanych wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiada-
jaca jej metoda agregacji sagdéw F’ zachowuje jednomyslno$¢ i jest niezalezna.

* Metoda agregacji preferencji F spelnia warunki niezaleznosci od alternatyw
niezwigzanych i neutralno$ci wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajgca jej me-
toda agregacji sadow F’ jest systematyczna.

3.3. Czesciowe porzadki

Przypomnijmy, ze quasi-przechodnim relacjom preferencji R odpowiadaja przechod-
nie relacje mocnej preferencji P nazywane ostrymi czesciowymi porzqdkami. Zbior
wszystkich quasi-przechodnich relacji preferencji na zbiorze K oznaczmy przez Q. Wspo-
minali$my wcze$niej (zob. fakt 3.1), ze istnieje bijekcja pomiedzy zbiorem Q a zbiorem D
wszystkich niesprzecznych i dedukcyjnie domknietych zbioréw sadow A c X, gdzie X jest
agendg preferecji odpowiadajaca zbiorowi alternatyw spofecznych K.

Wiasnoéci metod agregacji. Niech F bedzie metodg agregacji preferencji, okreslo-
ng na zbiorze Q" wszystkich profili quasi-przechodnich relacji preferencji, o warto-
$ciach w zbiorze Q. Funkcji F w sposéb naturalny odpowiada metoda agregacji sagdéw
F’ okreslona na zbiorze D" wszystkich profili niesprzecznych i dedukcyjnie domknie-
tych zbioréw sadéw, o warto$ciach w zbiorze D. Z faktu 3.1 wynika, ze przyporzad-
kowanie to jest bijekcja.

W przypadku gdy indywidualne relacje mocnej preferencji P, nie s3 porzadkami linio-
wymi, a odpowiadajgce im zbiory sagdéw nie sg zupelne, czyli dopuszczajg wstrzymanie
sie od glosu, wzajemne relacje pomiedzy postulatami naktadanymi na oba rodzaje metod
agregacji nieco si¢ komplikujg. Przesledzmy to na przyktadzie warunku niezaleznosci.

Metoda agregacji sadéw F’ spelnia warunek niezaleznosci wtedy i tylko wtedy, gdy
odpowiadajaca jej metoda agregacji preferencji F spelnia nastepujacy warunek: dla
dowolnych alternatyw x, y € K i dowolnych profili (R, R,, ..., R ) oraz (R ", R,’, .., R )
nalezacych do dziedziny Q" zachodzi
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(Vie N(XPy & xP'y)) = (xPy & xP'y),
gdzie P, jest relacja mocnej preferencji odpowiadajaca relacji R..

Postulat réwnowazny warunkowi niezalezno$ci oznacza wiec, ze fakt przedklada-
nia przez grupe alternatywy x nad alternatywe y powinien zaleze¢ wylacznie od tego,
ktorzy sposrdd jej cztonkéw przedktadajg alternatywe x nad alternatywe y. Nie ma
mie¢ nan wplywu miedzy innymi to, ktérzy sposrdd czlonkéw grupy maja preferencje
odwrotng, czyli przedkladajg alternatywe y nad alternatywe x. Warunek niezalezno-
$ci, ktory w przypadku mocnych porzadkéw jest réwnowazny warunkowi niezalezno-
$ci od alternatyw niezwigzanych, okazuje sie w og6lno$ci mocniejszy.

Przyklad 3.6. Przypus$émy, ze pig¢ os6b podejmuje spoleczng decyzje w sprawie
trzyelementowego zbioru alternatyw spotecznych K = {x, y, z, ...}. Rozwazmy dwa
profile preferencji (R, R,, ..., R) oraz (R,", R,’, ..., Ry). Zal6zmy, ze w pierwszym
z nich dwie osoby przedktadajg alternatywe x nad alternatywe y oraz trzy osoby
przedkladaja alternatywe y nad alternatywe x. Z kolei w drugim te same dwie osoby
przedkladaja alternatywe x nad alternatywe y, ale nikt nie przedktada alternatywy y
nad alternatywe x. Grupa podejmuje decyzje metodg zwyktej wigkszosci. Dla pierw-
szego profilu preferencji indywidualnych zachodzi wéwczas yPx, za$ dla drugiego
yP’x. Jednoczes$nie w obu profilach doktadnie ten sam zbiér oséb przedktada alterna-
tywe x nad alternatywe y. Metoda zwyktej wiekszo$ci spetnia warunek niezaleznosci
od alternatyw niezwigzanych, ale nie spetnia warunku niezaleznosci.

Warunki niezaleznosci i systematyczno$ci w znanym nam brzmieniu zostaly sformu-
lowane z mysla o analizie metod agregacji sadéw, ktérych dziedzine stanowia profile
catkowicie racjonalnych, czyli w szczegdlnosci zupelnych, zbioréw sadéw. W sytuacii,
gdy istnieje mozliwo$¢ wstrzymania si¢ od glosu, konieczne staje si¢ ich przeformuto-
wanie. Rozsadne jest, aby decyzja spoleczna w sprawie akceptacji zdania p zalezata nie
tylko od pogladéw cztonkéw grupy na jego temat, ale takze od ich oceny zdania —p:

y

¢ Slaba niezaleznoé¢. Metode agregacji nazwiemy sfabo niezalezng, jesli dla
kazdego zdania p € X i dowolnych profili (4,, 4,, ..., A ) oraz (4", 4,", ..., A,")
nalezacych do dziedziny zachodzi
(Vie N(pe A @ pe A A—pe A & —pec A))=
= (Pe F(AL Ap A) & PE F (A, Ay AY)).

Oznacza to, ze spoleczna akceptacja zdania p € X zalezy wylgcznie od pogla-
déw cztonkéw grupy na temat zdan p oraz —p.
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* Staba systematycznos$é. Metode agregacji nazwiemy stabo systematyczng, jesli
dla dowolnych zdan p, g € X i dowolnych profili (4,, 4,, ..., A ) oraz (A", A,
.., A ") nalezacych do dziedziny zachodzi

(Vie N(pe A @ qe A A—pe A & —ge A))=
= (pe F(AL Ay A) & G F(AL A A)).

Metoda stabo systematyczna jest stabo niezalezna (wystarczy podstawic p =
q). Ponadto decyzja spoteczna w kwestii kazdego zdania nalezacego do agen-
dy podejmowana jest w taki sam sposéb.

Jesli dziedzing metody agregacji sadow stanowi zbi6r wszystkich profili catkowi-
cie racjonalnych zbior6w sadéw, to warunek stabej niezaleznosci jest réwnowazny
warunkowi niezaleznosci, a warunek stabej systematycznosci jest rownowazny wa-
runkowi systematyczno$ci.

Warunki stabej niezalezno$ci i stabej systematycznosci zdefiniowane zostaly
przez Dietricha i Lista (zob. Dietrich, List 2008a) w celu analizy metod agregacji,
ktorych dziedzine stanowi zbiér D" wszystkich profili niesprzecznych i dedukcyjnie
domknietych zbior6w sadéw. Na nieco innym, cho¢ réwnowaznym sformutowaniu
powyzszych postulatéw, oparli swoje rozwazania takze Dokow i Holzman (zob.
Dokow, Holzman 2010b). Autorzy ci wykazali w szczegdlnosci, ze z jednego z udo-
wodnionych przez nich twierdzen wynika twierdzenie Gibbarda o istnieniu oligar-
chii dla teorii agregacji preferencji (zob. Dokow, Holzman 2010b).

W przypadku ogdlnym zachodzg nastepujace zalezno$ci pomiedzy znanymi nam
warunkami nakladanymi na metody agregacji preferencji, a sformutowanymi powy-
zej warunkami nakladanymi na metody agregacji sadéw (Dokow, Holzman, 2010):

* Metoda agregacji preferencji F spelnia warunek niezaleznosci od alternatyw
niezwigzanych wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajaca jej metoda agregacji
sadow F’ jest stabo niezalezna.

* Metoda agregacji preferencji F spelnia warunki stabej optymalnosci Pareto
oraz niezaleznosci od alternatyw niezwigzanych wtedy i tylko wtedy, gdy od-
powiadajaca jej metoda agregacji sadéw F’ zachowuje jednomys$Ino$c i jest
stabo niezalezna.

* Metoda agregacji preferencji F spelnia warunki niezaleznosci od alternatyw
niezwigzanych i neutralno$ci wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajgca jej me-
toda agregacji sadow F’ jest stabo systematyczna.
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4. Twierdzenie Arrowa

W tym rozdziale ograniczymy nasze rozwazania do catkowicie racjonalnych zbio-
roéw sadow i relacji preferencji, stanowigcych mocne porzadki. Przyjrzymy sie metodom
agregacji sadow spetniajgcym postulaty odpowiadajace warunkom naktadanym na me-
tody agregacji preferencji w twierdzeniu Arrowa o niemozliwosci. Przedstawimy twier-
dzenie jednoznacznie rozstrzygajace, dla jakich agend jedyne metody spelniajace ten ze-
staw postulatéw sg dyktatorskie, a dla jakich istniejg niezdegenerowane metody o takich
wlasnosciach. W tym rozdziale méwiac o zbiorze oséb N, zaktadamy zawsze, ze n > 2,
a méwigc o zbiorze alternatyw spolecznych K, przyjmujemy, ze |K| > 3. Zaczniemy
od przypomnienia twierdzenia Arrowa dla metod agregacji preferencji okreslonych
na zbiorze wszystkich profili mocnych porzadkéw S”, o wartosciach w zbiorze S.

Twierdzenie 4.1. (Twierdzenie Arrowa) Niech K bedzie takim zbiorem alternatyw
spolecznych, ze |K| 2> 3. Kazda metoda agregacji preferencji F: S" — S (okreslona
na zhiorze wszystkich profili mocnych porzqdkéw) spetniajgca warunki stabej optymal-
nosci Pareto i niezaleznosci od alternatyw niezwiqzanych jest dyktaturg.

Przypomnijmy, ze podana przez nas definicja dyktatury jako metody agregacji sa-
d6w jest mocniejsza, niz powszechnie znana definicja dyktatury jako metody agrega-
cji preferencji. Jednak w przypadku mocnych porzadkéw obie definicje sg rownowaz-
ne (zob. Dietrich, List 2007a).

Nasze zadanie polega na charakteryzacji agend, dla ktérych kazda, zachowujaca
jednomyslno$¢ i niezalezna metoda agregacji sagdéw F: C* — C, okreSlona na zbiorze
wszystkich profili catkowicie racjonalnych zbior6w sadéw, o warto$ciach w zbiorze
catkowicie racjonalnych zbior6w sadéw, jest dyktatura.

Agenda totalnie zablokowana. Zbiér sadéw Y c X jest minimalnym zbiorem
sprzecznym, jesli jest sprzeczny oraz kazdy jego podzbior wlasciwy® jest niesprzecz-
ny. Powiemy, ze ze zdania p € X warunkowo wynika zdanie g € K (ozn. p L" g), jesli
istnieje zbidér Y c X taki, ze zbiér {p} U Y U {—q} jest minimalnym zbiorem sprzecz-
nym oraz p # —q. Zauwazmy, ze zbiory {p} U Y oraz {—q} U Y sg wowczas nie-
sprzeczne oraz {p} U Y Lgq.

Relacja 1" jest relacja binarng na zbiorze X. Agende X nazywamy totalnie zabloko-
wang (totally blocked) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych zdan p, ¢ € X istnieje
ciag zdan p,, ..., p, € X takich, zep = p L" p,L" ..L" p, = q (ozn.p L 1" g). Whasnos¢
totalnego zablokowania agendy zdefiniowana zostala przez Dietricha i Lista (zob.

°  Podzbiér Z zbioru Y jest whasciwy, jesli Z # Y.
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Dietrich, List 2007a). Jej nieco inng wersje wprowadzili wezesniej Nehring i Puppe
(zob. Nehring 2003). Dla rozwazanego w niniejszym artykule przypadku agend skon-
czonych oba podejscia sg réwnowazne (zob. Dietrich, List 2007a).

Przyklad 4.1. Agenda X = {a, —a, a > b, —~(a — b), b, —b}, opisana w przykta-
dzie 1.2, nie jest totalnie zablokowana (List, Polak, 2010). Nie zachodzi miedzy inny-
mi relacja —a L 1 a.

Z naszego punktu widzenia kluczowe okaze sie nastepujgce stwierdzenie, ktérego
dowdd znalez¢ mozna w pracy Nehringa (zob. Nehring 2003).

Fakt 4.1. Jesli |K| > 3, to agenda preferencii jest totalnie zablokowana.

Parzysto-liczebna negowalnoé¢. Agenda X jest parzysto-liczebnie negowalna (even-
-number negatable), jesli istnieje minimalny zbidr sprzeczny Y c X taki, ze dla pewne-
go podzbioru Z c Y o parzystej liczbie elementéw zbiér (Y\Z) U {—p : p € Z} jest nie-
sprzeczny (zob. Dietrich 2007a, Dietrich, List 2007a).

Przyklad 4.2. Nietrudno udowodnié, ze agenda X = {a, —a, a > b, —(a - b), b, =b},
opisana w przyktadzie 1.2, jest parzysto-liczebnie negowalna. Rozwazmy minimalny
zbiér sprzeczny Y = {—a, —(a — b)}. Niech p = —a, a ¢ = —(a — b). Wéwczas zbioér
(Y\Ap, g}) U {-p, ~q} = {a, a > b} jest niesprzeczny.

Przyjrzyjmy si¢ agendzie preferencji dla zbioru alternatyw spotecznych K. Jesli ist-
niejg trzy rézne alternatywy x, v, z € K, to zbior Y ={x>y,y > z,z> X} jest minimal-
nym zbiorem sprzecznym. Niech p= x> y,,za$ q=z> x. Wéwczas zbiér

(Y \{p.q}) u{=p,—a} ={=(x>y),y > 2,=(z> X)}

jest miesprzeczny, gdyz jest podzbiorem zbioru {y>X,—(Xx>Yy),y>z—=(z>Yy),
X z,—(z > x)}, odpowiadajacego acyklicznej relacji preferencji. Wynika stad naste-
pujace stwierdzenie (zob. Dietrich, List 2007a):

Fakt 4.2. Jesli |K| > 3, to agenda preferencii jest parzysto-liczebnie negowalna.

Dysponujemy w tym momencie wszystkimi narzedziami potrzebnymi do sformu-
lowania zapowiadanego odpowiednika twierdzenia Arrowa.

Twierdzenie 4.2. (i) Jesli agenda X jest totalnie zablokowana oraz parzysto-liczebnie
negowalna, to kazda metoda agregacji sqdéw F: C* — C (okreslona na zbiorze wszystkich
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profili catkowicie racjonalnych zbioréw sqdéw) zachowujgca jednomyslnosé i niezalez-
na jest dyktaturg.

(ii) W przeciwnym razie (gdy agenda X jest nie jest totalnie zablokowana lub nie jest
parzysto-liczebnie negowalna) dla n > 3 istniejq zachowujgce jednomyslnosé i niezalez-
ne metody agregacji sqdow F: C* — C (okreslone na zbiorze wszystkich profili catkowi-
cie racjonalnych zbioréw sqdow), niebedgce dyktaturg.

Poniewaz dla |K| > 3 agenda preferencji jest totalnie zablokowana i parzysto-liczebnie
negowalna, to bezposredni wniosek z powyzszego twierdzenia stanowi twierdzenie Arro-
wa 0 niemozliwo$ci dla mocnych porzadkéw. Jego sformutowanie w jezyku teorii agrega-
cji sadéw brzmi nastepujaco (zob. Dietrich, List 2007a, Dokow, Holzman 2010a):

Twierdzenie 4.3. (Twierdzenie Arrowa) Niech X bedzie agendq preferenciji dla takie-
go zbioru alternatyw spotecznych K, ze |K| 2 3. Kazda zachowujgca jednomysinosc i nie-
zalezna metoda agregaciji sqdoéw F: C* — C (okreslona na zbiorze wszystkich profili cat-
kowicie racjonalnych zbiorow sqdow) jest dyktaturg.

Jako pierwsi pelny dowéd twierdzenia 4.2 podali Dokow i Holzman (zob. Dokow,
Holzman 2010a). Niezaleznie jego pierwsza cze$¢ udowodnili Dietrich i List (zob.
Dietrich, List 2007a). Oba rezultaty bazowaly na wcze$niejszych wynikach Nehringa
i Puppego (zob. Nehring, Puppe 2010), od ktérych pochodzi szczegdlny wariant twier-
dzenia, przy dodatkowym zatozeniu monotoniczno$ci'® metody agregacji (niepotrzeb-
ny staje si¢ wowczas warunek parzysto-liczebnej negowalnosci). W teorii agregacji sa-
déw znane sg obecnie réwniez twierdzenia, z ktérych wywnioskowa¢ mozna orginal-
ng, ogoélng wersje twierdzenia Arrowa dla racjonalnych relacji preferencji (zob.
Dietrich 2007b, Dokow, Holzman 2010b).

Jak szeroka klase agend stanowig agendy totalnie zablokowane i parzysto-liczeb-
nie negowalne? Warunek totalnego zablokowania jest stosunkowo wymagajacy. Jak
widzieliémy, nie spelnia go miedzy innymi agenda opisana w przyktadzie 1.2.

Przyklad 4.3. Rozwazmy agende X = {a, —a, a — b, —(a — b), b, =b} opisang
w przyktadzie 1.2. Wszystkie postulaty twierdzenia Arrowa spetnia metoda agregacji
F: C" - C, dla ktorej:

10" Metodg agregacji nazwiemy monotoniczng, jesli dla kazdego zdania p € X, dowolnych profili (4,, 4,, ..., A,)
oraz (A,", A,’, ..., A, ") nalezacych do dziedziny i kazdej osoby i € N zachodzi

(Pg A Ape A ApPeF(ALA,..A))= peF(A AL A).

Oznacza to, ze spolecznie akceptowane zdanie p € X pozostaje spolecznie akceptowane, gdy do grona oséb
je akceptujacych dotaczy kolejna osoba (zob. [List, Puppe 2009]).
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* zdanie a jest akceptowane spolecznie wtedy i tylko wtedy, gdy akceptuja je wszy-
scy czlonkowie grupy N (w przeciwnym razie spolecznie akceptowane jest zdanie —a),

* zdanie —(a — b) jest akceptowane spolecznie wtedy i tylko wtedy, gdy akceptujq
je wszyscy cztonkowie grupy N (w przeciwnym razie spolecznie akceptowane jest
zdanie a — b),

* zdanie —b jest akceptowane spolecznie wtedy i tylko wtedy, gdy akceptujq je wszyscy
czlonkowie grupy N (w przeciwnym razie spolecznie akceptowane jest zdanie b).

Jednak nawet w przypadku agend, ktére nie sg totalnie zablokowane, analiza re-
lacji warunkowego wynikania wiele nam méwi o wlasno$ciach zwigzanych z nimi
metod agregacji. Przykladowo, jesli pewien podzbiér Y agendy X jest totalnie zablo-
kowany, to kazda zachowujaca jednomys$lno$¢ i niezalezna metoda agregacji sadéw
F: C" = C dla agendy X jest systematyczna w odniesieniu do elementéw zbioru Y
(zob. Dietrich, List 2009, List, Polak 2010).

Warunek parzysto-liczebnej negowalnosci jest z kolei malo wymagajacy. Narusza-
ja go wylgcznie agendy, w ktérych powiazania logiczne miedzy zdaniami sg takie sa-
me, jak powigzania logiczne w pewnym zbiorze takich formut klasycznego rachunku
zdan, ktére zawierajg wylacznie symbole logiczne — oraz <. Formalne sformutowa-
nie tej charakteryzacji wraz z dowodem znalez¢ mozna w pracy Dokowa i Holzmana
(zob. Dokow, Holzman 2010a).

Rozwazmy agende X, ktdra nie jest parzysto-liczebnie negowalna. Z grupy podej-
mujacej zbiorowa decyzje wyréznijmy podzbiér M < N, liczacy nieparzyScie wiele
os6b. Metode agregacji sadéw taka, ze zdanie p € X jest spolecznie akceptowane wte-
dy i tylko wtedy, gdy akceptuje je nieparzysta liczba 0séb ze zbioru M, nazywamy re-
gulq parzystosci (parity rule). Dla agend, ktére nie sa parzysto-liczebnie negowalne,
metody te jako jedyne spetniajg warunki zachowania jednomy$lnosci i niezaleznosci.
Moéwi o tym nastepujace stwierdzenie, ktérego dowédd znalezé mozna w pracy Doko-
wa 1 Holzmana (zob. Dokow, Holzman 2010a):

Fakt 4.3. Jesli agenda X nie jest parzysto-liczebnie negowalna, to jedynymi metodami
agregacji sqdow F: C" — C (okreslonymi na zbiorze wszystkich profili catkowicie racjonal-
nych zbioréw sqdoéw) zachowujgcymi jednomyslnosé i niezaleznymi sq reguty parzystosci.

Obecnie znany jest caly szereg wynikéw modyfikujacych lub uogélniajacych twier-
dzenie 4.2. Na metody agregacji nakladane sg warunki takie, jak monotonicznos$¢, sys-
tematyczno$¢, anonimowo$é, brak weta czy neutralno$¢ w odniesieniu do zdania i jego
negacji. Rozwaza sie agendy, dla ktérych funkcje o zadanych wiasnosciach nie sg nie
tylko dyktatorskie, ale takze oligarchiczne. Przeglad wspétczesnych wynikéw dotycza-
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cych metod agregacji okreslonych na zbiorze profili calkowicie racjonalnych zbioréw
sadéw wraz z definicjami wszystkich wymienionych warunkéw znalez¢ mozna miedzy
innymi w pracy Dietricha i Lista (2009). W teorii agregacji sagdéw analizowane sg po-
nadto funkcje, ktérych dziedzine stanowi zbiér wszystkich profili niesprzecznych i de-
dukcyjnie domknietych (zob. Dietrich, List 2008a, Dokow, Holzman 2010b), a nawet tyl-
ko niesprzecznych (zob. Dietrich, List 2007c), zbioréw sadéw.

5. Zakonczenie

W ninejszym artykule staratam sie przede wszystkim pokazaé, w jaki sposdb roz-
wijajgca sie teoria agregacji sadow opiera si¢ na istniejacym fundamencie teorii agre-
gacji preferenciji. Swiadomos¢ paradoksalnych wlasnosci procedur podejmowania de-
cyzji, polegajacych na uporzadkowaniu zbioru alternatyw spotecznych, umozliwita
dostrzezenie paradokséw ogdlniejszych. Postulaty formutowane w stosunku do metod
agregacji preferencji znalazly swoje odzwierciedlenie w warunkach naktadanych
na metody agregacji sagdéw, a twierdzenia dotyczace istnienia metod posiadajgcych
pozadane zestawy wlasnosci zainspirowaly badaczy do stawiania pytan o mozliwosci
ich uogélnienia. Wypracowano dzieki temu wiele wynik6w, ktére, podobnie jak twier-
dzenie zaprezentowane w niniejszym artykule, stanowia bardziej lub mniej doktadne
odpowiedniki znanych faktéw dotyczacych agregacji preferencji. Co wiecej, dowody
uzyskanych w ten sposéb twierdzen czesto bazujg na dowodach swoich pierwowzo-
réw. Wymaga to jednak odnalezienia w znacznie przeciez ogélniejszym i bardzo abs-
trakcyjnym modelu agregacji sadéw odpowiednikéw poje¢, odnoszacych sie do rela-
cji preferenciji, co okazuje sie zazwyczaj wysoce niebanalne.

W teorii agregacji sadéw mozemy wigc widzie¢ pewien sposéb uogélnienia teorii
agregacji preferenciji, czerpigcy gar$ciami z jej ponadpétwiekowej tradycji, ale pozwa-
lajacy modelowac szerszg klase sytuacji spolecznych, a takze rodzacy nowe pytania
badawcze. Teoria agregacji sadow wiele zawdzigcza teorii agregacji preferencji. Czy
jednak cokolwiek don wnosi? Moim zdaniem tak. Teoria agregacji sadéw dzieki swo-
jemu bardzo ogélnemu, opartemu na logice, modelowi formalnemu pozwala przede
wszystkim lepiej zrozumie¢ istote probleméw zwazanych z agregacja opinii jednostek,
w tym réwniez opinii wyrazajacych preferencje. Dostrzegajac w relacji preferencji
szczegllny przypadek szerszego pojecia zbioru sadoéw, mozemy inaczej i glebiej spoj-
rze¢ na jej strukture. Dzigki temu widzimy, jakie doktadnie wlasnosci preferencji nie
pozwalajg na podejmowanie w ich sprawie decyzji w demokratyczny sposéb.

Ujecie teorii agregacji preferencji w jezyku teorii agregacji sagdéw umozliwia ponad-
to pelniejsza analize i uzasadnienie postulatow racjonalnosci naktadanych na relacje
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preferencji. Jesli przyjmiemy, Ze istota sfowa ,racjonalno$¢” zwigzana jest z logikg, to
rozsadne wydaje si¢ powigzanie pytania o to, jakie sposoby uporzadkowania alternatyw
spolecznych nalezy uznaé za racjonalne, z wyborem okreslonego systemu logicznego,
a w szczegdlnosci z definicjami poje¢ sprzecznosci i wynikania. Kontrowersje zwigzane
z warunkami acyklicznosci, przechodnio$ci czy quasi-przechodniosci relacji preferencji
sprowadzamy do pytania o to, czy zaproponowany przez nas model logiki dobrze odda-
je spos6b myslenia jednostek, a takze, jaki zbiér sadow nalezy uznaé za racjonalny.
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