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Streszczenie: Artykul przedstawia propozycje nowego typu zaleznosci staty-
stycznej. Niezaleznosé statystyczna tego rodzaju oznacza identycznosé uporzqd-
kowania czestosci wyboréw kategorii we wszystkich grupach. Zgodnos¢é miedzy
wyborami bedzie oceniana za pomocq miary réznorodnosci. Okreslona bedzie
nowa miara zaleznosci statystycznej, jej wlasnosci i interpretacja.
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wyborami.

NEW MEASURE OF STATISTICAL DEPENDECE CHOICES ON GROUP

Abstract: The article proposes a new type of statistical dependence. Statistical
independence of this type means the identity of the frequency order of category
choices in all groups. The compatibility between choices will be assessed by
means of a diversity measure. A new measure of statistical dependence, its
properties and interpretation will be specified.

Keywords: statistical dependence, diversity, compatibility between choices.

1. WPROWADZENIE

Czesto zadawane sg pytania o to, czy wybory dokonywane przez osoby nalezace
do réznych grup sg podobne, czy tez réznia sie, a takze o to, jak duze sg te ewentualne
réznice. Tego rodzaju pytania sa formutowane nie tylko wobec wynikéw wyboréw
powszechnych. W badaniach preferencji spotecznych rzadko mozliwe jest badanie

! Weczesna wersja tego artykutu byta prezentowana na konferencji ,Metodologiczne Inspiracje 2014. Badania

Ilosciowe w Naukach Spotecznych — Wyzwania i Problemy” (Jablonna, 24-26 wrze$nia 2014), ktéra zorga-
nizowal Instytut Filozofii i Socjologii PAN.
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pelnej preferencji wobec zbioru kategorii i czesto ogranicza sie do wskazania przez
osobe badang jednej z nich, a rozklad wskazan oséb badanych traktuje si¢ jako ocene
preferencji wobec tego zbioru.

W odniesieniu do zbioru kategorii, sposréd ktérych dokonuje si¢ wyboru, mozna
by zakltadaé, ze jest to zbiér uporzadkowany przez natezenie jakiej$ wtasnosci badz
nawet ze kategorie sa mierzone na mocniejszej skali pomiarowej (np. dochody).
W tym artykule nie przyjmuje si¢ jednak tak mocnych zalozen, lecz jedynie ana-
lizuje sie uporzadkowania tego zbioru — przez calg badang zbiorowo$¢ lub przez
poszczegdblne grupy (tj. podzbiory tej zbiorowosci) — wyznaczone na podstawie czg-
stosci wyboréw dokonanych przez osoby badane: od najczesciej do najrzadziej wy-
bieranej kategorii.

Ocena zalezno$ci wyboréw od grupy bedzie szczegélnym typem zaleznosci sta-
tystycznej. Sytuacja pelnej niezaleznosci bedzie rozumiana jako identycznos¢ upo-
rzadkowan czestosci wyboréw kategorii w réznych grupach, a nie jako identycznosé
rozktadéw tych wyboréw. Inaczej méwiagc, niezalezno$¢ uporzadkowania czestosci
wyboréw od grupy bedzie oznaczata pelng zgodnos$é wyboréw. Im wieksze bedg réz-
nice mig¢dzy uporzadkowaniami tych wyboréw w réznych grupach, tym mniejsza
bedzie ocena zgodnosci. Z maksymalng niezgodnoscia bedziemy mieli do czynienia
wtedy, gdy w kazdej grupie wybrana bedzie tylko jedna kategoria, przy czym wybory
dokonane w réznych grupach beda rézne. W tym wypadku dokonywane wybory bedg
w pelni zalezne od grupy. Pojecia te zostang formalnie okre$lone w sekcji 2.

Ocena zalezno$ci wyboréw od grupy, a wiec zgodno$ci lub niezgodnosci tych wy-
boréw, bedzie wymagaé wykorzystania miary réznorodno$ci wyboréw — zaréwno
w grupie, jak i miedzy nimi. Taka miara réznorodnosci, wyprowadzona z klasycznej
propozycji Corrado Giniego (1912), zostanie przedstawiona w sekcji 3. Podane zosta-
ng pewne jej wlasnosci, ktére nie sg znane w literaturze.

Proponowana miara zalezno$ci wyboréw od grupy bedzie skonstruowana w taki
sam sposéb, jak wszystkie miary zaleznoSci statystycznej. Bedzie to jednak nowy typ
zaleznoSci statystycznej, nieznany dotad w literaturze. Temu zagadnieniu bedzie po-
$wigcona sekcja 4. Z kolei interpretacja warto$ci tej miary zostanie podana w sekcji
5. Zrédtami tej interpretacji beda: miara proporcjonalnej predykcji (Goodman i Kru-
skal, 1954) oraz interpretacja wspétczynnika koncentracji Giniego w kategoriach gry
(Pyatt, 1976). Zastosowania proponowanych miar do analizy wynikéw glosowania
w wyborach prezydenckich beda przedstawione w sekcji 6.
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2. ZGODNOSC MIEDZY WYBORAMI W ROZNYCH GRUPACH

Oznaczmy przez K = {k,, k,, ..., k } zbiér n kategorii, sposréd ktérych dokonuje
si¢ wyboru, natomiast przez G = {g,, g,, ..., g,,} zbiér m grup, na ktére podzielone sg
osoby dokonujace wyboru.

Niezalezno$¢ uporzadkowan czestosci wybor6w kategorii od grupy bedzie ozna-
czaé sytuacje, w ktérej uporzadkowania czestoéci wyboréw kategorii we wszystkich
grupach sg takie same, a wiec identyczne jak w calej zbiorowosci.

Vg, €G,Vk,k eK:
P(K=k|G=g,)<P(K=k|G=g,)= P(K=k)<P(K=k,)

P(K =k|G=g)=P(K=k|G=g,)= P(K=k)=P(K=k)
P(K=k|G=g,)>P(K=k|G=g,)= P(K=k)>P(K=k)

Takie okreslenie niezaleznosci jest nowe, nieznane w literaturze. Ma ono jednak
dobre uzasadnienie. Abstrahuje bowiem od pewnych nieistotnych réznic miedzy cze-
stoSciami, a zamiast tego zwraca uwage na zasadnicze podobienstwo miedzy wybo-
rami dokonanymi w poszczegdlnych grupach.

Warto przytoczy¢ wazng opinie Aleksandra A. Tschuprova sformutowang w pracy
Zasady matematycznej teorii korelacji. Jego istotnym wkladem bylo wyrazne odréz-
nienie niezalezno$ci stochastycznej miedzy zmiennymi losowymi od niezaleznosci
korelacyjnej, ktérg zajmowata sie Szkota Angielska. Tschuprov pisat m.in.: , Defini-
cja niezalezno$ci, z jakg mamy do czynienia w teorii korelacji, moze by¢ réwniez
sformutowana w inny sposéb. Mozna zaproponowaé szereg réznych sformutowan.
W pewnych warunkach pewne z nich moga odda¢ cenne ustugi, zakladajac, ze od-
powiednie pojecie jest doktadnie zdefiniowane i odréznione od innych konkuren-
cyjnych definicji niezaleznosci. Dalej, pozadane jest wprowadzenie réznych tech-
nicznych terminéw dla réznych definicji niezaleznosci. (...) Przedstawiona wyzej
definicja niezalezno$ci stochastycznej jest jednak najlepsza podstawg dla ogdlnej
teorii korelacji statystycznej. Jest ona najmocniejszg ze wszystkich formalnych defi-
nicji niezalezno$ci. Jezeli, zgodnie z tg definicja, dwie zmienne losowe sg wzajemnie
niezalezne, to sg one réwniez niezalezne w sensie wszystkich innych formalnych
definicji tego pojecia.” (Tschuprov 1939: 41).

Przypomnijmy: niezalezno$¢ stochastyczna oznacza, ze rozklady warunkowe
jednej zmiennej sg takie same we wszystkich grupach wyréznionych ze wzgledu na
druga zmienng. Niezalezno$¢ korelacyjna oznacza natomiast, ze warunkowe $rednie
jednej zmiennej sg takie same we wszystkich grupach wyr6znionych ze wzgledu na
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druga zmienng. Jest to wiec warunek stabszy od niezaleznosci stochastycznej. Nie-
skorelowanie liniowe jest jeszcze stabszym warunkiem niz niezaleznos¢ korelacyjna.

Niezalezno$¢ uporzadkowan czesto$ci wyboréw od grupy jest warunkiem stab-
szym od niezalezno$ci stochastycznej. Wymaga jedynie identyczno$ci uporzadko-
wania czesto$ci, a nie calych rozktadéw warunkowych. Nie mozna jej por6wnywaé
z niezaleznoscig korelacyjna, gdyz wymaga tylko pomiaru kategorii na skali nominal-
nej, co nie pozwala na obliczanie $rednich.

Maksymalna zalezno$¢ wyboréw od grupy bedzie oznaczaé sytuacje, w ktorej
wszystkie osoby w kazdej z wyr6znionych grup wybieraja tylko jedna, te samga kate-
gorig.

Vg, €G3k eK:P(K=k|G=g,)=1
Ponadto zakltada sie, ze wybory dokonane w r6znych grupach nie sg jednakowe.

Jg,#g,€G,3keK:P(K=k|G=g,)=1AP(K=k|G=g)=0

Dodatkowe zalozenie ma wykluczaé¢ identyczno$¢ wyboréw we wszystkich gru-
pach, ktéra oznaczalaby niezalezno$¢ szczegdlnego rodzaju uporzadkowan czestosci
wyboréw od grupy.

Maksymalna zalezno$¢ wyboréw od grupy jest wlasnoscig podobng do maksy-
malnej zalezno$ci stochastycznej, a takze do innych typéw maksymalnych zaleznosci
statystycznych zwigzanych z regresjami pierwszego rodzaju.

Niezalezno$¢ uporzadkowan czestoéci wyboréw od grupy i maksymalna zaleznosé
wyboréw od grupy sa jedynie dwiema skrajnymi sytuacjami zwigzku miedzy wybo-
rami a przynaleznoScig do grupy. Dla oceny zgodnosci wyboréw w réznych grupach,
a wiec dla pomiaru sity zaleznosci wyboréw od grupy, niezbgdne jest zastosowanie
szczegblnej miary réznorodno$ci wyboréw, ktérej bedzie po§wiecona nastepna sekcja.

3. MIARA ROZNORODNOSCI WYBOROW

W 1912 r. Corrado Gini zaproponowal miare MD(X), nazywang $rednig réznica
(mean difference), jako miare rozproszenia. Jest ona $ciSle zwigzana — po zrelatywizo-
waniu do warto$ci $redniej zmiennej X - z jego wspétczynnikiem koncentracji (1914)
i krzywa koncentracji Lorenza. Gini zaktadal, ze zmienna X jest mierzona na skali
stosunkowej
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1 n n
MD(X) = D Z;]x -x].

Istniejg rézne wersje tej miary, w ktérych uwzglednia si¢ réznice miedzy warto-
$ciami zmiennej X dla wszystkich jednostek w badanej zbiorowosci (liczacej n jedno-
stek) bez powtérzen (jak wyzej) badz z powtérzeniami?. Prace Giniego byly publiko-
wane gléwnie po wlosku, lecz niestety te oryginalne wersje nie sg dostepne w Polsce.
Przeglady artykuléw badacza i ich pierwsze, czeSciowe ttumaczenia pojawily sie do-
piero niemal sto lat pézniej (Gini, 2005; Basulto i Gusto, 2010; Ceriani i Verme 2012).

Dla zmiennej mierzonej na skali nominalnej zamiast warto$ci zmiennej X mozna
przyjaé czestosci, z jakimi wystepujg poszczegdlne wartosci tej zmienne;.

Zapiszmy czestoéci wybordéw poszczegblnych kategorii w porzadku niemalejacym
P <p,<p;<...<p._ <p,. Wowczas macierz D reprezentujacg wartoéci bezwzgledne
r6znic miedzy wszystkimi parami czesto$ci mozna zapisa¢ nastepujaco:

p-p| |p-p| |P-P| - |p-p.
lp.-p| |p.-p| |p.—p)| - |p.—p.
D= |p3_p1| |p3_p2| |p3_p3| |p3_pn
|p,-nl| |p.-p| |p.-P) p.-p]

Wygodniej bedzie przedstawi¢ macierz D w postaci réwnowaznej, takze zawiera-
jacej tylko nieujemne wyrazy, gdyz dla kazdego i oraz g, jezeli g = i, to Py Z ;e

0  (m-p) (p,-p) -~ (p,-P)
(p.-p) 0 (m-p) - (P,—P)
D=\(p,-p) (p,-p.) 0 .. (p,-P)

(Pn:Pl) (Pn:pz) (pn:pg) .0

Oznaczmy przez

d,=|p, - p.l-

2 Por. interesujacg dyskusje miedzy Jasso i Allisonem (1978-1979) na temat dwoch wersji miary MD(X) oraz

wsp6lczynnika koncentracji Giniego.
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W wyniku sumowania sktadnikéw tej drugiej macierzy otrzymujemy:

A=32d =2 Y b~ p] =22 (~Dp,~2X (1=D)p, =

=l k=1 i=l k=1 i=1

=2 (2i-1-n)p, =2 (2i-2-2n+1+n)p, =
i=1 i=1
=4 (i-1-n)p,+2 (I1+n)p, =
i=1 i=1
=2(n+1)—4> (n+1-i)p,
i=1

Warto zwréci¢ uwage, ze w ocenie wielko$ci bezwzglednych réznic miedzy
wszystkimi czestoSciami najmniejsze wagi przypisuje sie najwiekszym czestosciom,
a najwiecksze - czesto$ciom najmniejszym. (Odpowiada to — w wypadku pomiaru
nieréwnoSci dochodéw - przypisywaniu najwiekszych wag najnizszym dochodom,
a najmniejszych — najwyzszym dochodom.) Ocena wielko$ci bezwzglednych réznic
miedzy wszystkimi parami czesto$ci zalezy wiec od uporzadkowania czestoSci.

Jezeli rozktad jest réwnomierny, tj. wszystkie czestoSci sg réwne, czyli

Pi=p,=p3=...=p, 1=DP,= 1/n,to A= 0.

Jezeli rozktad jest jednopunktowy (tj. wystepuje w nim skrajna koncentracja), czy-
li w wypadku rozktadu, w ktérym jedna z kategorii wystepuje z czestoScig 1,

p,=p,=p;=..=p, ;=0Ap =11t0A=2n-1).
Maksymalna warto$¢ miary MD(K) w wypadku skrajnej koncentracji jest réwna
7 gdyz
2(n-1) 2
nn—=1) n’

Miara MD(K) unormowana do przedziatu [0, 1] ma postaé:

2(n+1)—4zn:(n+l—i)p,

i=1 - .
s :n+1 2;(n+1 iHp,

n—1

n

i przyjmuje warto$¢ 0 — w wypadku rozktadu réwnomiernego, a najwieksza wartos$é
1 - w wypadku rozktadu, w ktérym jedna z kategorii wystepuje z cz¢stoscig 1. Jest to
wiec miara koncentracji.
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Przyjecie przeciwnego unormowania, tj. przypisanie warto$ci 0 rozktadowi jed-
nopunktowemu, a wartosci 1 - rozkladowi réwnomiernemu, przez odjecie MD(K)
od 1, prowadzi do miary réznorodnoséci MDA(K), nazywanej analogiem $redniej rz-
nicy (mean difference analog).

S¥p-p|  nr1-2(m+1-ip,
MDA(K) =1~ ——— = 1- o _
n— n—

2(i(n+l—i)pi—lj

n—1

=1- MD(K)

Miara ta byla analizowana przez Allena R. Wilcoxa (1973), proponowali jg wcze-
$niej Maurice G. Kendall i Alan Stuart (1958: 47). W dalszej analizie przyjmiemy
miar¢ MDA(K) jako miare réznorodnosci wyboréw.

Warto zwrécié uwage na dwie wlasnoséci miary MDA(K), ktére nie byly wczesdniej
rozwazane w literaturze.

Wiasno$¢ 1. Miara MDA(K) spetnia postulat transferu Pigou-Daltona w sformuto-
waniu dostosowanym do poréwnywania rozktadéw czestoscei.

Postulat transferu Pigou-Daltona jest najwazniejszym i najczesciej akceptowanym
postulatem dotyczacym oceny nieréwnos$ci, a wiec réwniez réznorodno$ci. W tym
sformutowaniu oznacza on, ze transfer niewielkiej czeSci czestosci od kategorii
o wigkszej czestosci do kategorii o mniejszej czestoci, ale takiej czesci, ktéra nie
zmienia relacji miedzy ich czesto$ciami, zmniejsza nier6wnoéé, a wiec zwieksza roz-
norodno$é. Aby wykazaé, ze postulat ten jest spelniony, wystarczy rozwazy¢ jego kon-
sekwencje dla dwdch kategorii sasiadujacych ze sobg w uporzadkowaniu ze wzgledu
na czesto$ci. Transfer nie zmienia ich pozycji, a jedynie zmniejsza czgsto$¢ kategorii
zajmujacej wyzszg pozycje i zwieksza czesto$é kategorii zajmujacej nizsza pozycje.
W konsekwencji, réznica miedzy ich czestosciami maleje, a réznorodno$¢ wzrasta.

Miara MDA(K) spelnia jeszcze inne kryteria oceny nieréwnosci (a wiec réwniez
réznorodnosci), ale nie bedg one tutaj rozwazane.

Wiasno$é 2. Jezeli uporzadkowania kategorii ze wzgledu na czestoéci wyboréw
we wszystkich grupach sa jednakowe, to warto$¢ srednia warunkowych miar rézno-
rodnosci jest rowna wartoSci tej miary w calej zbiorowosci, tj.:

E[MDA(K|G)] = MDA(K).

Wystarczy zauwazy¢ dwa fakty. Po pierwsze, uporzadkowanie kategorii ze wzgle-
du na czestosci w calej zbiorowosci jest w tym wypadku takie samo, jak w kazdej

DECYZJE NR 32/2019 DOI: 10.7206/DEC.1733-0092.133 ’I 09



NOWA MIARA ZALEZNOSCI STATYSTYCZNEJ WYBOROW OD GRUPY

grupie. Po drugie, czesto$¢ kazdej kategorii w calej zbiorowosci jest rowna wartosci
$redniej czestodci tej kategorii w poszczegdlnych grupach. Oczywiscie, czestosci tej
kategorii w poszczegblnych grupach moga by¢ i na ogét sa rézne.

Wiasno$é 3. Jezeli uporzadkowania kategorii ze wzgledu na czestosci wyboréw
we wszystkich grupach nie sg jednakowe, to warto$¢ $rednia warunkowych miar
réznorodnosci jest mniejsza od warto$ci tej miary w catej zbiorowosci, tj.:

E[MDA(K|G)] < MDA(K).

Wystarczy rozwazy¢ wymiane czesto$ci wyboréw miedzy dwiema sgsiednimi ka-
tegoriami (np. o najwiekszych czestosciach) w jednej grupie. Wymiana ta nie zmienia
warto$ci miary ré6znorodnosci w tej grupie. Zmienia jednak czesto$ci wyboru tych ka-
tegorii w calej zbiorowosci, nawet jezeli pozycje tych kategorii ze wzgledu na czesto-
Sci nie zmienig sie. Warto$¢ miary réznorodnosci w calej zbiorowosci zwigkszy sie.

Wtasnosci 2. i 3. sg podobne do wtasnosci innych parametréw rozproszenia (za-
réwno zréznicowania, jak i ré6znorodnosci) (por. Lissowski, Haman i Jasinski, 2011,

rozdziat 6). Zaktada sie w nich identyczno$¢ lub rézno$¢ parametréw przecietnych
badz nawet calych rozktadéw warunkowych.

4. PROPOZYCJA MIARY ZALEZNOSCI

Miara zaleznosci wyboréw od grupy MZy, ; bedzie skonstruowana w ten sam spo-
s6b, co wszystkie miary zaleznoS$ci statystycznej (por. Lissowski, Haman i Jasinski,
2011, rozdzial 9).

_ MDA(K)— E[ MDA(K|G) |
Ko MDA(K)

Miara zalezno$ci MZy,; jest wige réznicy miedzy réznorodnosciag w calej zbioro-
wosci a $rednig réznorodnoscig w grupach, unormowang do przedziatu [0, 1]. Miara
ta nie jest okre$lona w sytuacji, gdy wszystkie wybory w calej zbiorowosci sg jedna-
kowe. Warto$¢ tej miary jest oceng wielkosci redukeji réznorodnosci w wyniku wyko-
rzystania informacji o przynaleznosci do grupy.

Analiza uporzadkowan czestoéci wyboréw kategorii w poszczegdlnych grupach
wymaga wprowadzenia dodatkowych oznaczen: rang czestosci wyboréw kategorii
w grupach oraz warunkowych czestosci wyboréw kategorii. Rangi beda przyjmo-
waly wartosci od 1 do n, przy czym najwyzsze rangi bedg przypisywane kategoriom
o najwyzszych czestosciach, a w wypadku kategorii o jednakowych czesto$ciach ran-
gi beda identyczne, réwne $redniej tych rang, ktére powinny by¢ przypisane tym
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kategoriom. W poprzedniej sekcji rangi byly okreslone przez zalozenie, ze czestosci
w calej zbiorowosci sg przedstawione w postaci niemalejacego ciggu.
RKK=k)=r, ranga czestodci kategorii k; w uporzadkowaniu
w calej zbiorowosci
RK=k|G=g)=r,  rangawarunkowejczgstoici kategorii k, w uporzad-
kowaniu w grupie g,
Przy tych oznaczeniach, wykorzystujac jedng z postaci miary MDA(K), otrzymu-
jemy:

2[i(n+1—};))P(K - k,v)—l}
MDA(K)=—+

n—1

2{i(n+1—;¢h)1>(1< =k |G= gh)—l}
MDA(K|G=g,)=—"

n—1
vz, - MDA(K) - E[ MDA(K|G) ] _
MDAK)
z[i(nﬂ—r,,)P(K =k,,)—1} ) 2[i(n+1—r[h)P(K:krm |G:gh)—1}
- n—1 _ZP(ng") - n—1

n

Z(n+1—;j)P(K:kn)—l_

=

N

n-1

i(nﬂ—r,)P(K=k,)—iP(G:g,,>[i(n+1—r,-h>P<K=k,;,|G=g,,)}

> (n+1-r)P(K =k )1

Miara zaleznos$ci MZ |G przyjmuje nastepujace wartoSci:
0< MZy ;< 1.

Wtasnoéé 1. Miara zalezno$ci MZK| G

gdy uporzadkowania czestosci wyboréw kategorii sg niezalezne od grupy.

przyjmuje warto$¢ 0 zawsze i tylko wtedy,

Wtasno$¢ ta wynika bezposrednio z wlasnosci 2. i 3. miary MDA(K) przedstawio-
nych w poprzedniej sekcji. Latwo zauwazy¢, ze jezeli — zgodnie z definicja niezalez-
noéci uporzadkowan czestosci wyboréw kategorii od grupy — w kazdej grupie i dla
kazdej kategorii r,, = r,, to E[]MDA(K|G)] réwna si¢ MDA(K).
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W tabeli 1. uporzadkowanie czestosci w kazdej grupie (tj. czestosci warunkowych)
jest identyczne, chociaz same czestoéci w poszczegdlnych grupach réznig sie. Iden-
tyczne sg wiec rangi warunkowe. Zauwazmy réwniez, ze czgsto$é kazdej kategorii
w calej zbiorowosci jest réwna $redniej wazonej czesto$ci warunkowych w grupach.
Wagami sg oczywiscie udzialy grup w calej zbiorowosci. Na przyktad

P(K = k;)=0,40 x 0,30 + 0,20 x 0,40 + 0,40 x 0,25 = 0,300.

Tabela 1

Obliczanie miary zgodnosci MZy, . (dane fikcyjne)

K ‘ 9 9, g, Razem
k, 0,30 0,40 0,25 0,300
k, 0,25 0,25 0,21 0,234
k, 0,20 0,20 0,20 0,200
k, 0,15 0,15 0,19 0,166
k; 0,10 0,00 0,15 0,100
Razem 1,00 1,00 1,00 1,000
PG =g,) 0,40 0,20 0,40 1,000
MDA 0,75 0,55 0,89 0,766

E[MDA(K|G)] = 0,40 x 0,75 + 0,20 x 0,55 + 0,40 x 0,89 = 0,766 = MDA(K)
MZg ;=0
Wiasno$é 2. Miara zaleznosci MZy, przyjmuje wartos¢ 1 zawsze i tylko wtedy,
gdy wybory kategorii sg maksymalnie zalezne od grupy.

Ta wlasno$¢ miary zaleznos$ci MZ XlG jest oczywista. Wystarczy zauwazy¢, ze w tym
wypadku warto$¢ E[MDA(K |G)] musi by¢ réwna 0. Tak moze by¢ jedynie wtedy, gdy
w kazdej grupie warunkowy rozktad wyboréw jest zerojedynkowy i w konsekwencji
dla kazdego g, € G zachodzi MDA(K|G = g,) = 0.

Najwazniejsza jest jednak interpretacja miary zaleznosci MZ, ., ktéra stanowi jej

12
podstawowe uzasadnienie. Bedzie jej poSwiecona nastepna sekcja.

5. INTERPRETACJA MIARY ZALEZNOSCI

Inspiracje dla interpretacji miary zaleznos$ci MZy, stanowily dwa zrédta. Pierw-
szym byla interpretacja miary proporcjonalnej predykeji (Goodman i Kruskal, 1954),
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a drugim —interpretacja wspélczynnika koncentracji Giniego w kategoriach gry (Py-
att, 1976).

Inspiracja 1.

Proporcjonalna predykcja polega na ,,odgadywaniu” kategorii. W tym celu jednost-
kom w zbiorowosci losowo przypisuje si¢ rézne kategorie z prawdopodobienistwami
réwnymi czestosciom P(K = k), z jakimi wystepuja w tej zbiorowosci. Czgstos¢ po-
pelniania bedu przy takim ,odgadywaniu” jest okreslona za pomoca parametru na-
zywanego réznorodnoscig klasyfikacji®.

R(K)=1-Y P(K =k)’

Jezeli przypisywanie dokonywane jest na podstawie informacji, ze jednostka nale-
zy do grupy g, € G, to warunkowa czgsto$¢ popelniania bledu jest réwna
RK|G=g)=1-D> P(K=k|G=g,).
i=1

Miara zaleznosci statystycznej kategorii od grupy w sensie proporcjonalnej pre-
dykcji ma postaé

_ R(K)-E[R(K|G)]
TK\G - R(K) '
Inspiracja 2.

Graham Pyatt sformutowal interesujacg interpretacje wspétczynnika koncentracji
Giniego w postaci gry czy tez eksperymentu. Dla kazdej osoby o okreslonym docho-
dzie wybiera sie losowo dochéd z prawdopodobienstwami okreslonymi w rozktadzie
dochodéw w danej zbiorowosci. Jezeli aktualny dochéd osoby jest nizszy od wybra-
nego losowo dochodu, to otrzymuje ona dochéd wylosowany, a jezeli jest wyzszy od
wylosowanego, to zachowuje ona swéj aktualny dochéd. Wspétczynnik koncentracji
Giniego ma interpretacje jako warto$¢ oczekiwana zysku w tej grze, tj. $rednia wiel-
ko$¢ zwiekszenia dochodéw.

F3Y max(0, x,-x)

G(X) — i=l k=l

n

in.

n i
i=1

gdzie warto$ci zmiennej X oznaczajg dochody jednostek.

Niech K = k; oznacza kategori¢ wybrang przez osobg, a K = kq - kategorie przypi-
sang jej losowo, zgodnie z rozktadem rzeczywistych wyboréw kategorii. Niech ocena
poréwnania tych kategorii bedzie réwna 1, gdy kategoria przypisana osobie losowo
k, nalezy do kategorii rzadziej lub réwnie cz¢sto wybieranych, jak wybrana przez

3 Przy pewnych zalozeniach parametr ten ma posta¢ podobng do parametru réznorodnosci MDA(K).
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osobg kategoria k;, natomiast 0 — gdy kategoria przypisana losowo k, nalezy do kate-
gorii wybieranej czesciej niz kategoria k,.

Strata ¢ w wyniku losowego przypisania osobie kategorii jest réwna:
© 1 jezelik; >k,
. 0, jezelik, <k,

Ocena ta jest wigc oceng braku zgodnosci miedzy uporzadkowaniem kategorii
losowo przypisanej osobie i kategorii wybranej przez nig z uporzadkowaniem wyzna-
czonym przez czgstosci rzeczywistych wyboréw.

Poréwnujac cale kategorie (wybrang k; i przypisana k,), otrzymujemy

WK =k K=k)=1" gdy k <k,
(K =k, K =k,)= P(K =k,)) gdy (k>k,

Sumujac te oceny dla poszczegélnych kategorii K = k, rzeczywiScie wybranych
przez osoby, otrzymujemy

(K =k)=Y P(K=k)=F,(k),

gdzie F (k) oznacza sumg¢ czestosci kategorii o mniejszych czgstosciach niz cze-
sto$¢ kategorii k;, a wigc dystrybuantg rang przypisanych kategoriom ze wzgledu
na cze¢stosci.

Warto zauwazy¢, ze
S UK =k)= F(k)=Y (n+1-i)P(K =k).
= p p
To ostatnie wyrazenie jest znane z definicji MDA(K).
Miara rozproszenia MDA(K), analog $redniej réznicy, jest wiec réwna
iﬂ%%q %2&@%@

{
MDA(K) = —- S

n—1 n—1

W tej ostatniej postaci MDA(K) jest zapisana jako funkcja wszystkich dystrybuant
rang kategorii ze zbioru K.

Zatem MDA(K) jest oceng braku zgodno$ci miedzy uporzadkowaniem przypisanej
kategorii ki wybranej kategorii k; z uporzadkowaniem kategorii wyznaczonym przez
rzeczywiste czestosci ich wyboréw.

Analogiczne wyniki otrzymujemy dla rozkladu warunkowego wyboru kategorii
w kazdej grupie g, € G.
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NANGE)

MDA(K|G = g,) = ( —

Miare zalezno$ci wyboru kategorii od grupy MZy,; mozna wigc zapisa¢ naste-
pujaco:

_ MDA(K)—E[ MDA(K|G)]

MZ &=
Ko MDA(K)
2(2&@.)—1) \ Z(ZFKG&(@)—lj
i=i P G i=1
_ n—1 Z ( &) n—1 _
(ZF (r)- 1)
n—1
ZF (7") ZP(G gh)z K|G= g ih
> F(r)
i=1
Warto$¢ miary MZy, , zapisanej powyzej w innej postaci - j ako funkcji dystrybuant

rang kategorii w calej zbiorowosci i (na ogét réznych) rang kategorii w poszczegdl-
nych grupach - oznacza stopien redukcji straty, tj. oceny braku zgodno$ci miedzy
uporzadkowaniem kategorii przypisanej i kategorii wybranej z uporzadkowaniem
kategorii wyznaczonym przez rzeczywiste czestosci ich wyboréw, w wyniku tego, ze
wykorzystana zostata informacja o przynaleznosci osoby do okreslonej grupy.

6. PRZYKEADY ZASTOSOWAN

Dla ilustracji proponowanych miar przedstawimy trzy przyktady. Wykorzystamy
dane z wybor6éw kandydatéw w I turze wyboréw prezydenckich w latach 1995 i 2005.

Przyklad 1. Wybory prezydenckie w 1995 roku

Panstwowa Komisja Wyborcza zarejestrowata 17 kandydatéw, ale czterech z nich
wycofalo swoje kandydatury przed wyborami (trzech zrezygnowalo na rzecz Lecha
Walgsy, a jeden - na rzecz Jana Olszewskiego). Ostatecznie w wyborach uczestniczylo
13 kandydatéow. W tabeli 2 podano odsetki gloséw 7 kandydatow, ktérzy otrzymali
powyzej 2,5% gloséw. Informacja o pozostatych kandydatach podana zostata tgcznie
w kategorii ,Inni”. Podstawg podzialu wyborcéw na grupy bylo zamieszkanie na te-
renach dawnych zaboréw.
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Tabela 2
Wyniki glosowania na najpopularniejszych kandydatow w wyborach prezydenckich 1995 roku
(I tura) na terenach dawnych zaboréw (w %)

Kandydat Krélestwo Galicja Zabor pruski ~ Ziemie Zachodnie Ogdtem

H. Gronkiewicz-Waltz 2,3 2,8 3,3 2,7 2,76
J. Kuron 8,1 7,3 10,1 11,3 9,22
A. Kwasniewski 34,1 24,7 36,8 424 35,11
J. Olszewski 9,1 8,0 5,1 47 6,87
W. Pawlak 71 47 2,4 2,0 4,31
L. Walesa 30,8 454 33,0 27,9 33,12
T. Zielinski 3.2 3,0 4,0 3,8 3,53
Inni 53 41 53 5,2 5,1
Razem 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0
Udziat grupy? 0,386 0,088 0,290 0,236 1,0
Miara réznorodnosci 0,750 0,681 0,700 0,666 0,725
Indeks rozbieznosci 0,1046 0,2770 0,0758 0,1950 -

2 Wielkosci przyblizone na podstawie danych GUS
Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie Raciborski (1997: tabela 5.4)

50,0 -
45,0 4
40,0
35,0
30,0 A
25,0
20,0 ~
15,0
10,0
5,0 1
0,0 T T T T T T T )

% glosow

—o—Krolestwo Galicja ~ —a—1Zabor pruski =< Ziemie Zachodnie = —— ogdtem

Wykres 1. Wyniki glosowania na kandydatéw w wyborach prezydenckich 1995 roku (I tura)
w uporzadkowaniu wedlug czestosci wyboréw na terenach dawnych zaboréw (w %)

Wyniki glosowania warto przedstawi¢ w postaci graficznej. Na wykresie 1 kandy-
daci zostali uporzadkowani wedlug rosngcych czesto$ci wyboréw w catej zbiorowosci
wyborcéw. Bardzo zblizone sg odsetki otrzymanych glosé6w przez mniej popularnych
kandydatéw. Réznice ujawniajg si¢ gléwnie w glosowaniu na dwéch najpopularnie;j-
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szych: L. Walese i A. Kwasniewskiego. Prawie identyczne jest uporzadkowanie tych
kandydatéw wedtug czestosci gloséw otrzymanych od wyborcéw mieszkajacych na
terenach Krélestwa Kongresowego i zaboru pruskiego. Wyraznie wieksze roznice wy-
stepuja miedzy wyborcami mieszkajgcymi na terenach Galicji i Ziem Zachodnich.

Jednak odsetki gtoséw oddanych na poszczegélnych kandydatéw réznia sie. Nie-
co bardziej wyréwnane sa odsetki gloséw oddanych na kandydatéw przez wyborcow
zamieszkalych na terenie Krélestwa Kongresowego oraz zaboru pruskiego. W konse-
kwencji nieco wigksze sg warto$ci miar réznorodnos$ci w tych dwéch grupach. Miara
réznorodnosci dla wszystkich wyborcéw jest wigksza niz w poszczegélnych grupach.

Warto$¢ $rednia miary réznorodnoéci w grupach wynosi

E[MDA(K|G)] = 0,386 x 0,75 + 0,088 x 0,681 + 0,290 x 0,700 + 0,236 x
x 0,666 = 0,710.

Proponowana miara zgodnosci ma wartos$é

iz MDA(K) - E[ MDAK|G)] _ 0,725— 0,710
ki MDA(K) 0,725

=0,0207,

czyli informacja o zamieszkiwaniu na terenach dawnych zaboréw w niewielkim stop-
niu (2,07%) redukuje réznorodno$¢ zaobserwowang w wyborach wszystkich wybor-
céw i stanowi ocene niewielkiego stopnia niezgodno$ci migdzy wyborami w poszcze-
gblnych grupach i w calej zbiorowosci wyborcow.

Wieksze réznice niz w miarach réznorodno$ci mozna zaobserwowaé w odsetkach
glos6w wszystkich wyborcéw w poréwnaniu zwlaszcza z odsetkami gloséw w Galicji
i na Ziemiach Zachodnich. Miarg braku podobiefistwa miedzy rozktadami wyborcéw
w poszczegblnych grupach a rozktadem dla wszystkich wyborcéw jest indeks roz-
bieznosci. Indeks ten jest réowny potowie sumy modutéw réznic miedzy odsetkami
w dwoch poréwnywanych rozktadach i przyjmuje wartoéci od 0 (w wypadku iden-
tycznych rozktadéw) do 1 (w wypadku maksymalnej réznicy miedzy nimi).

indeks rozbieznosci = +Y"|P(X =x)-0(X =x))|
=1

Warto$¢ tego indeksu wskazuje, jaki odsetek jednostek zbiorowo$ci musiatby
zmieni¢ swoje warto$ci, aby rozklady byly identyczne.

0d wielu lat w rozmaitych dziedzinach obserwuje si¢ znaczace i utrzymujace si¢
r6znice miedzy terenami dawnych zaboréw. Rozbieznosci te stwierdza si¢ réwniez
podczas glosowania, zwlaszcza w wyborach do Sejmu. Socjologiczng analize wply-
wu dziedzictwa zaborowego na preferencje wyborcze przedstawil m.in. Jacek Raci-
borski (1997: 157-165).
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Przyklady 2 i 3. Wybory prezydenckie w 2005 roku

Panstwowa Komisja Wyborcza zarejestrowata 16 kandydatéw, ale trzech zrezy-
gnowalo przed datg wyboréw, a jeden zmart. Ostatecznie w wyborach uczestniczyto
12 kandydatéw. W tabelach 3 i 4 podano odsetki gloséw 7 kandydatéw, ktérzy otrzy-
mali powyzej 1% gloséw. Informacje o pozostalych kandydatach zawarto tacznie
w kategorii ,Inni”.

Wyniki (podawane przez Panstwowg Komisje Wyborcza) nie zawierajg zadnych
informacji na temat sposobu gtosowania przez wyborcéw. W tabelach 3 i 4 wykorzy-
stano wiec wyniki sondazu exit poll przeprowadzonego przez konsorcjum PBS i TNS
OBOP dla TVP1 na losowej probie 47 916 wyborcéw.

Podstawg podziatu wyborcéw na grupy beda:
* zamieszkanie na terenie miast o réznej wielko$ci lub na wsi (w tabeli 3),

* sposéb glosowania w wyborach do Sejmu w 2005 roku (w tabeli 4).

Tabela 3
Wyniki glosowania na najpopularniejszych kandydatéw w wyborach prezydenckich 2005 roku
(I tura) w miastach i na wsi (w %)

Typ miejscowosci

Kandydat miasto miasto miasto miasto wieé Ogotem

pow. 500 tys. | 200-500 tys. | 50-200 tys. do 50 tys.
H. Bochniarz 1,6 2,2 1,5 1,6 1,2 1,5
M. Borowski 10,8 11,9 13,1 12,0 6,4 10,2
L. Kaczynski 30,6 31,7 33,2 30,7 33,5 32,1
J. Kalinowski 0,5 0,5 0,9 1,3 3,7 1,8
J. Korwin-Mikke 2,3 1,9 2,1 2,0 0,9 1,7
A. Lepper 2,8 42 6,8 10,1 25,1 12,7
D. Tusk 50,8 46,7 41,6 41,6 28,2 39,2
Inni 0,6 0,9 0,8 0,7 1,0 0,8
Razem 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0
Udziaf grupy 0,146 0,111 0,171 0,247 0,325 1,0
Miara rdznorodnos$ci 0,524 0,555 0,588 0,608 0,656 0,621
Indeks rozbieznosci 0,258 0,204 0,136 0,092 0,318

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie Miszkowski (2008: tabela 1.8)

Podobnie jak poprzednio, warto przedstawi¢ wyniki glosowania w postaci graficz-
nej. Na wykresie 2 kandydaci zostali uporzadkowani w kolejnosci wedlug rosnacych
czestoéci wyboréw w calej zbiorowosci wyborcow.
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Wykres 2. Wyniki glosowania na kandydatéw w wyborach prezydenckich 2005 roku (I tura)
w uporzadkowaniu wedlug czgstosci wyboréw w miastach i na wsi (w %)

Warto zwréci¢ uwage na prawie identyczne odsetki gloséw, ktére kandydaci
otrzymali od wyborcéw mieszkajacych w miastach powyzej 500 tys. i tych liczacych
200-500 tys. mieszkancéow. Odsetki te sg réwniez bardzo podobne w dwéch pozosta-
tych typach miast: majacych 50-200 tys. i do 50 tys. mieszkancow.

Odsetki gtos6w, a nawet uporzadkowanie kandydatéow wedtug gloséw otrzyma-
nych od mieszkancéw wsi, sg znaczgco inne. W tym przypadku znacznie nizsze sg
warto$ci miar réznorodnosci. Wskazujg one na wieksze zréznicowanie czestosci glo-
séw w poszczegdlnych grupach. Mniejsza miara réznorodnosci wskazuje tez na wiek-
sze zr6znicowanie odsetkéw glosé6w w calej zbiorowosci wyborcow.

Warto$¢ $rednia miary réznorodnosci w grupach wynosi
E[MDA(K|G)] = 0,146 x 0,524 + 0,111 x 0,555 + 0,171 x 0,588 + 0,247 x
% 0,608 + 0,325 x 0,656 = 0,608.

Proponowana miara zgodno$ci ma warto$¢

_ MDA(K)—E[ MDA(K|G)] _ 0,621- 0,608

MZy =0,0210,
' MDA(K) 0,621
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czyli informacja o typie miejscowosci, w ktérej mieszkajg wyborcy, w niewielkim
stopniu (2,1%) redukuje réznorodnos$¢ zaobserwowana w wyborach wszystkich wy-
borcéw i stanowi ocene niewielkiego stopnia niezgodno$ci miedzy wyborami w po-
szczegblnych grupach i w calej zbiorowosci wyborcéw.

Tabela 4
Wyniki glosowania na najpopularniejszych kandydatéw w wyborach prezydenckich 2005
(T tura) wg sposobu glosowania wyborcy w wyborach do Sejmu w 2005 roku (w %)

Sposob gtosowania w wyborach do sejmu 2005

’ Samo- Nie Nie Ogotem
PiS PO _obrona SLD LPR SdPl PSL PD Inne pamieta  glosowal

H. Bochniarz 07 09 05 18 15 160 20 185 310 20 1,9 1,5
M. Borowski 18 21 15 615 25 7240 81 235 960 11,1 10,4 10,2
L. Kaczynski 780 45 78 66 608 540 180 52 1540 291 23,5 32,1
J. Kalinowski 06 02 05 12 22 050 360 05 170 22 1,5 1,8
J. Korwin-Mikke 0,7 08 0,6 13 12 070 09 21 2790 13 1,9 1,7

Kandydat

A. Lepper 25 14 841 50 143 240 162 30 1080 187 14,4 12,3
D. Tusk 152 899 47 218 156 168 361 456 26,70 325 45,4 39,6
Inni 05 03 03 07 18 030 07 15 480 30 1,1 0,8
Razem 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0  100,0  100,0

Udziaf grupy 0,280 0,244 0,078 0,063 0,039 0,030 0,028 0,019 0,026 0,023 0,170 1,000

Miara

romnorodnosci 0,394 0,351 0,373 0,499 0,499 0,425 0,856 0,600 0,805 0,694 0,618 0,621

Indeks

rozbigznosci

PiS - Prawo i Sprawiedliwo$¢; PO - Platforma Obywatelska; SLD - Sojusz Lewicy Demokratycznej; LPR - Liga
Polskich Rodzin; SdPI - Socjaldemokracja Polska; PSL - Polskie Stronnictwo Ludowe; PD - Partia Demo-

_ kratyczna

Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie Miszkowski (2008: tabela 1.2)

0,459 0,503 0,718 0,517 0,322 0,623 0,346 0,375 0,318 0,105 0,089

Rozktady glos6w w grupach wyborcéw, ktérzy w wyborach do Sejmu glosowali
na poszczegélne partie, wyraznie réznig sie od siebie i od rozkladu gloséw w ca-
tej zbiorowosci wyborcow. Indeksy rozbieznosci sa znaczaco wyzsze niz w dwéch
poprzednich przyktadach. Naturalnie najwyzszy i wysoki odsetek gloséw otrzymali
kandydaci, ktérzy byli przez dang partie zgtoszeni lub popierani. Jedynie rozktady
gloséw wyborcéw, ktérzy nie pamietaja, na kogo gtosowali, albo ktérzy nie gtosowali
w ogdle, niewiele r6znig sie od rozktadu gtosé6w w calej zbiorowosci wyborcow.

Na wykresie 3 przedstawiono rozktady gloséw tylko tych wyborcéw, ktérzy w wy-
borach do Sejmu w 2005 roku glosowali na poszczegélne partie. Wykres ten rézni sie
wyraznie od dwéch poprzednich.
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Wykres 3. Wyniki glosowania na kandydatéw w wyborach prezydenckich 2005 roku (I tura)
w uporzadkowaniu wedlug czestosci wyboréw w grupach wyborcéw, ktérzy w wyborach
do Sejmu w 2005 roku glosowali na poszczegélne partie polityczne (w %)

Warto$ci miar réznorodno$ci w poszczegblnych grupach sg znacznie nizsze niz
w poprzednich przykladach. Wynika to z wystgpowania ,wiodacych” kandydatéw
w poszczegblnych grupach i - w konsekwencji — wiekszego zréznicowania czestosci
gloséw w grupach.

Warto$¢ $rednia miary réznorodnosci w grupach wynosi

E[MDA(K|G)] = 0,280 x 0,394 + 0,244 x 0,351 + 0,078 x 0,373 + 0,063 X
x 0,499 + 0,039 x 0,499 + 0,030 x 0,425 + 0,028 x 0,856 + 0,019 x 0,600 +
+ 0,026 x 0,805 + 0,023 x 0,694 + 0,170 x 0,618 = 0,466.

Proponowana miara zgodno$ci ma warto$é

"z MDA(K)— E[ MDA(K|G)] _ 0,621— 0,466
KiG MDA(K) 0,621

=0,250,

czyli informacja o sposobie glosowania w wyborach do Sejmu w 2005 roku w wiek-
szym stopniu (25,0%) redukuje réznorodno$¢ zaobserwowang w wyborach wszyst-
kich wyborcéw niz informacja o typie miejscowosci, w ktérej mieszkajg wyborcy.
Jest to ocena wigkszego stopnia niezgodnosci migdzy wyborami w poszczegdlnych
grupach i w calej zbiorowosci wyborcéw.
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NOWA MIARA ZALEZNOSCI STATYSTYCZNEJ WYBOROW OD GRUPY

7. PODSUMOWANIE

Analiza wyboréw dokonywanych przez ludzi i zaleznos$é tych wyboréw od przy-
naleznosci do grupy jest przedmiotem wielu badan spotecznych i psychologicznych.
Mogg to by¢ wybory kandydatéw lub partii w wyborach demokratycznych, wybory
warto$ci lub ideatéw spotecznych, aspiracje i cele zyciowe, a takze preferencje ludzi
lub grup spotecznych.

Artykut przedstawia propozycje nowego typu zalezno$ci statystycznej. Przede
wszystkim novum stanowi okreslenie niezaleznosci statystycznej jako niezaleznosci
czesto$ci wyboréw kategorii od grupy. Okreslenie to pozwala abstrahowaé od nie-
wielkich réznic w czesto$ciach wyboréw w réznych grupach i podkresla znaczenie
tendencji ujawnianych przez uporzadkowanie czestosci tych wyboréw. Nowa jest
takze proponowana miara zaleznoSci, ktérej wlasnosci i interpretacja zostaly opisa-
ne. Podstawg do konstrukcji tej miary jest nowa miara réznorodno$ci. Wprawdzie
miara ta jest wywiedziona z klasycznej propozycji miary rozproszenia, sformutowa-
nej przez wloskiego statystyka Corrado Giniego ponad sto lat temu, zaadaptowane;j
tutaj do zmiennych mierzonych na skalach nominalnych, ktéra czasem pojawiata si¢
takze w propozycjach ad hoc w ubiegltym wieku, ale jej wlasnosci (cho¢ nie wszystkie,
gdyz ograniczone przez cel tego artykutu) przedstawione zostaly po raz pierwszy.

Zaprezentowana koncepcja i wszystkie pojecia oraz proponowane parametry sg
zgodne z ogdlng teorig opisu statystycznego. Miara zaleznosci — jak wszystkie para-
metry sily zaleznoSci statystycznej — okreSla stopien redukcji bledu opisu statystycz-
nego dzieki wykorzystaniu informacji o drugiej zmiennej (przynaleznosci do grupy).
Miara réznorodno$ci ma takie same wiasnosci jak inne parametry rozproszenia
(zréznicowania lub réznorodnosci).

Ocena trafnosci i przydatnosci przedstawionych propozycji mozliwa bedzie do-
piero w przyszlosci, gdy badacze zastosuja je w swoich analizach. Obecnie mozna
tylko oceni¢ zgodno$¢ proponowanej koncepcji z intuicja i potrzebami badaczy.
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