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SHAPLEYA DLA GIER PROSTYCH
JAKO MOCNY PUNKT W CHAOSIE IDEOLOGII!

Mikotaj Jasinski?
Uniwersytet Warszawski

Streszczenie: W pracy przedstawiam wazne zastosowanie przestrzennej generali-
zacji wartosci Shapleya dla gier prostych. Koncepcja Shapleya i Owena umozliwia
nie tylko interesujqce interpretacje empiryczne, ale rowniez stanowi wazny wkilad
w badaniu wlasnosci przestrzennych modeli glosowania, szczegélnie w sytuaciji
nieistnienia stabilnego rozwiqzania. Pogzwala ona na znalezienie rozwiqzania naj-
mniej niestabilnego. Jest cenng odpowiedziq na problem przedstawiony w twier-
dzeniu McKelveya. Poza prezentacjq zatozen przestrzennej teorii glosowania oraz
samej koncepcji wartosci Shapleya-Owena przedstawiam ideg dowodu twierdzenia
Shapleya-Owena oraz empiryczng ilustracje koncepcji Shapleya i Owena.

Stowa kluczowe: gra prosta, indeks sitly, przestrzenna teoria glosowania, zwy-
ciezca w sensie Condorceta, wartos¢ Shapleya-Owena, mocny punkt.

SPATIAL GENERALIZATION OF SHAPLEY VALUE FOR SIMPLE
GAMES AS THE STRONG POINT IN THE CHAOS OF IDEOLOGY

Abstract: The article presents an important application of spatial generalization of
Shapley value for simple games. Proposition presented by Shapley and Owen enables
very interesting empirical interpretations. It has also strong contribution in the research
of spatial voting models’ properties when there is no stable solution. This theorem
enables us to find the least unstable solution and therefore this is the valuable answer
to the problem presented in the McKelvey’s theorem. The article presents the main
postulates of the spatial voting theory, a geometric insight on which the general proof
of Shapley-Owen theorem is based and empirical illustration of the presented concepts.
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0 wadze koncepcji naukowej $wiadczy nie tylko jej bezposrednie zastosowanie,
ale skutki, ktére wywoluje w nauce. Rozwiniecia jednej z ciekawszych koncepcji
formalnej teorii decyzji — warto$ci Shapleya - utwierdzajg w przekonaniu o jej donio-
sto$ci. Obchodzaca w tym roku 60-lecie propozycja Lloyda Shapleya jest nie tylko
obecna w kazdym szanujacym sie podreczniku teorii gier. Doczekala sie wielu rozwi-
nieé i interpretacji — cennych zaréwno jako modele normatywne, jak i stuzace opiso-
wi realnych zjawisk. Niektore zostaly opisane rowniez w publikacjach w ,Decyzjach”3.

W niniejszym artykule przedstawie jedno z twierdzen dotyczacych przestrzennej
generalizacji wartoéci Shapleya dla gier prostych, stanowigce wazng normatywna
,odpowiedz” na problem niestabilno$ci wyboru spotecznego przedstawiony w twier-
dzeniu McKelveya (McKelvey, 1976) zwanym nieprzypadkowo twierdzeniem o cha-
osie. Prezentowane propozycje odwotujg sie do poje¢ znanych z przestrzennej teorii
gtosowania. Dostepne sg obszerne opracowania problematyki zwigzanej z prze-
strzenng teorig glosowania*. W jezyku polskim oméwienie tej problematyki znajdzie
Czytelnik np. w tekstach wydania ,Studiéw Socjologicznych” (nr 1/2003) poswieco-
nego jej w catoSci, w szczegélnosci w artykule wprowadzajacym (Lissowski, 2003).
Wiasnosci przestrzennej generalizacji wartoSci Shapleya zostaly opisane przeze
mnie w jednym z artykuléw we wspomnianej publikacji (Jasinski, 2003). W tym tek-
Scie jedynie ogdlnie przedstawie te koncepcje oraz zalozenia niezbedne do jej omo-
wienia, wigcej miejsca pozostawiajac na prezentacje wspomnianego twierdzenia
o mocnym punkcie Shapleya-Owena.

1. Gra prosta, indeks sily, przestrzenna teoria glosowania

Tworzenie koalicji, porozumien jest bardzo waznym procesem analizowanym
w naukach politycznych i ekonomii. Jest réwniez centralnym pojeciem w teorii gier
kooperacyjnych. Ich szczegélnym typem sg tzw. gry proste. Przez gre prosta bedzie-
my rozumieli takg gre kooperacyjng, ktéra da sie scharakteryzowaé przez dwa poje-
cia: koalicji wygrywajacej i koalicji przegrywajacej. Sa to naturalne kategorie
w naukach politycznych. Glosujacych traktujemy jako graczy. Modele teoretyczne
konstruowane na bazie gier prostych majg interesujace interpretacje politologiczne.
Wéréd nich waznym pojeciem sg indeksy sity — parametry okreslajace znaczenie
uczestnikow glosowan, np. klubéw parlamentarnych. Oczywiste jest, ze sita trzech
klubéw posiadajacych identyczng liczbe cztonkéw jest réwna. W glosowaniach
wymagajgcych bezwzglednej wiekszosci kazde dwa kluby moga utworzy¢ koalicje,
ktora zwyciezy w glosowaniu. Mozna przyjaé, ze kazdy z graczy-glosujacych dyspo-

3 (Jasinski, 2004), (Malawski, 2008), (Jasiniski, 2009), (Malawski, 2013).
4 M.in. (Enelow i Hinich, 1984, 1989).
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nuje po 1/3 wladzy® w zgromadzeniu. Jesli jednak rozwazymy inne np. 100 osobowe
zgromadzenie sktadajace sie z trzech klubéw parlamentarnych, w ktérym pierwszy
klub ma 50, drugi 49, a trzeci - 1 mandat, to przy regule bezwzglednej wiekszosci
podziat sily przestaje by¢ oczywisty. Z pewnoscig najwiecej do powiedzenia w tej
sytuacji ma pierwszy klub i moze wygraé glosowanie réwnie dobrze w porozumieniu
z drugim, jak i trzecim klubem. Jednakze nie jest jasne, jakie sg proporcje sity miedzy
pierwszym a pozostalymi klubami. Wida¢ réwniez, ze liczba mandatéw nie przekta-
da sie prosto na znaczenie w zgromadzeniu. Kwestie te sg przedmiotem studidow
odwotujacych sie do indeksow sity®. Wartosé¢ Shapleya dla gier prostych bywa nazy-
wana indeksem Shapleya-Shubika od pierwszej publikacji przedstawiajacej jej cenne
interpretacje politologiczne (Shapley i Shubik, 1954).

Lloyd Shapley i Martin Shubik zaproponowali pewien prosty eksperyment myslo-
wy umozliwiajgcy tatwa i intuicyjng interpretacje warto$ci Shapleya dla gier prostych.
Wyznaczanie ich indeksu wyobrazi¢ sobie mozna jako rekonstrukcje procesu tworze-
nia sie w pewnym zgromadzeniu wyborczym, np. w parlamencie, koalicji wspierajace;j
glosowany wniosek. Glosujacy (deputowani lub kluby parlamentarne) przyltaczaja sie
do budowanej koalicji w jakim$ porzadku. Kluczowy jest moment, kiedy zostaje osia-
gnieta wiekszo$¢ wystarczajgca do przeglosowania wniosku. Glosujacy, ktéry przewa-
7yt szale na korzys$¢ formujacej sie koalicji okazuje sie znaczacy dla procesu decyzyj-
nego w tym zgromadzeniu - otrzymuje wiec jeden punkt. Jesli rozwazymy wszystkie
mozliwe porzadki tworzenia koalicji ze wszystkich glosujacych, wéwczas kazdemu
z glosujacych przyporzadkujemy liczbe ,punktéw” réwng liczbie uporzadkowan,
w ktorych gracze ci okazali si¢ decydujacy’ o przeksztatceniu koalicji z przegrywaja-
cej w wygrywajaca. Liczba ,punktéw” gracza podzielona przez liczbe wszystkich
uporzadkowan jest wlasnie warto$cig indeksu Shapleya-Shubika danego gracza. Jest
unormowany (przyjmuje warto$ci od 0 do 1) i posiada wygodng interpretacje. Jesli
przyjaé, ze rozwazamy bardzo dlugi czas pracy zgromadzenia, to indeks ten mozna
interpretowa¢ jako prawdopodobienstwo tego, ze dany gracz okaze sie tym decyduja-
cym o przeforsowaniu wniosku, a wiec podjeciu decyzji przez zgromadzenie®.

W klasycznych indeksach sily przyjmuje si¢ anonimowos¢ (symetrie) glosujacych,
zupelnie nienaturalng w zgromadzeniach o charakterze politycznym. Réwne prawdopo-
dobienstwo porozumienia sie poszczegdlnych graczy jest postulatem nie do utrzymania,

> W jezyku angielskim wygodnie odwota¢ si¢ do cennej dwuznacznosci stowa power, ktére mozna ttumaczy¢

jako ,sita” lub ,wladza”. Stad nazwa power index — indeks sity (wladzy).

Opracowania tej tematyki sa dostepne nie tylko wérdd licznych publikacji obcojezycznych, m.in. (Shapley
i Shubik, 1954), (Banzhaf, 1965), (Deegan i Packel, 1978). Czytelnik moze dotrze¢ do opracowan w jezyku
polskim, m.in. (Jasinski, 2000), (Malawski i in., 1997), (Mercik, 1999), (Sosnowska, 1999).

Ang. pivotal.

Dociekliwemu Czytelnikowi pozostawiam przyjemno$¢ wyznaczenia warto$ci indeksu Shapleya-Shubika
dla wspomnianej w przykltadzie tréjki klubow w 100-osobowym zgromadzeniu. Wynik mozna sprawdzié,
zagladajac do mojego artykutu z ,Decyzji” (Jasinski, 2004).

6
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jesli rozwazamy np. kluby parlamentarne czy tez postéw w parlamencie. Stad propozy-
cje uchylenia tego zalozenia. Obok koncepcji zakltadajacych pewna, z géry ustalona,
strukture koalicyjng, prowadzaca do tzw. indeksow sity z prekoalicjami’®, na szczegdlng
uwage zastuguja indeksy sily odwotujace si¢ do zatozen przestrzennej teorii glosowania.
Indeksy takie, zwane przestrzennymi generalizacjami, w razie zapewnienia petnej ano-
nimowosci graczy przyjmujg posta¢ znanych, klasycznych indekséw sily. Jednym
z takich indekséw jest przestrzenna generalizacja indeksu Shapleya-Shubika. Ogloszona
przez Guillermo Owena (Owen, 1971), a nastepnie precyzyjnie doformutowana przez
Shapleya (Shapley, 1977), pozwala na uwzglednienie przestrzennego usytuowania gra-
czy w przestrzeni ideologicznej przy okreSlaniu ich wzglednej sity w podejmowaniu
zbiorowych decyzji. Shapley z Owenem znaleZli szereg nasladowcow, ktérzy zapropono-
wali rozmaite generalizacje roznych indeksow sily!'?. Prezentacja tej koncepcji wymaga
cho¢ pobieznego opisania zalozen przestrzennej teorii glosowania.

Centralnym pojeciem w przestrzennej teorii glosowania jest n-wymiarowa prze-
strzen ideologiczna, ktérej punkty reprezentujg stanowiska glosujgcych-graczy
(punkty te nazywane sg punktami idealnymi graczy) oraz gtosowanych opcji-alterna-
tyw, za$ odleglo$¢ miedzy punktami przestrzeni ideologicznej reprezentuje ideolo-
giczne réznice miedzy graczami czy rozwazanymi alternatywami. Wymiary moga by¢
wyznaczone przez poglady dotyczace réznych rozwigzan gospodarczych, poglady
dotyczace zagadnien obyczajowych itp. Poszczegblne punkty przestrzeni mozna wigc
scharakteryzowaé, wykorzystujac wartoSci ich wspétrzednych. Poszczegdlne kierun-
ki przestrzeni (proste przechodzace przez srodek uktadu wspétrzednych) modelowa-
lyby zatem rozmaite ,sposoby postrzegania wymiaréw przestrzeni” charakteryzujace
sie stalg proporcjg wszystkich wspétrzednych. Jesli np. o$ x oznaczataby stosunek do
wartoSci tradycyjnych, za$ 0§ y - stosunek do liberalnych rozwigzan ekonomicznych,
woéwczas kierunek wyznaczony przez prostg y = 2x (lub y = -2x) wyznaczalby punkty
charakteryzujace glosujacych (alternatywy), ktérzy przyktadajg dwukrotnie wicksze!!
znaczenie do spraw gospodarczych niz do spraw obyczajowych.

Konsekwencjg przyjecia przestrzennych modeli glosowania jest ograniczenie
zbioru dostepnych preferencji indywidualnych!? (ograniczenie dziedziny spotecz-
nego wyboru) oraz ograniczenie mozliwosci tworzenia porozumien graczy (koali-
cji). Gracze usytuowani'® w punktach bardziej odleglych od siebie bedg mniej

Omoéwienie tych koncepcji znalez¢ mozna w literaturze obcojezycznej, np. (Owen, 1977) oraz w jezyku pol-
skim - m.in. w (Sosnowska, 1995).

Opisane sg m.in. w pracy (Rapoport, Golan, 1985), za$ w jezyku polskim w (Jasinski, 2003).

Zalozytem milczaco m.in., ze oba wymiary sa niezalezne oraz maja réwne znaczenie, co nie jest zatozeniem
koniecznym w przestrzennej teorii glosowania, jednak dla utatwienia percepcji tekstu uznalem je za zasad-
ne. Zob. tez m.in. (Lissowski, 2003).

12 Por. (Haman, 2003b: 43).

Usytuowane w przestrzeni sa punkty idealne graczy, a nie gracze (przestrzen ideologiczna jest tylko mode-
lem teoretycznym), jednak dla uproszczenia przyjalem nieco zargonows forme.
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sktonni do wchodzenia ze sobg w koalicje niz gracze reprezentowani przez blizsze
sobie punkty idealne.

2. Przestrzenna generalizacja warto$ci Shapleya

Shapley przyjal rowniez ograniczenie typéw mozliwych uporzadkowan graczy
reprezentowanych w modelach przestrzennych. Przyjat, ze kazdy kierunek w ideolo-
gicznej przestrzeni Euklidesowej okresla dwa przeciwne uporzadkowania. Ponizszy
rysunek ilustruje te sytuacje dla przestrzeni jednowymiarowej. Rysunek przedstawia
punkty reprezentujace czwoérke graczy.

Rysunek 1. Punkty idealne graczy a, b, ¢, d w przestrzeni jednowymiarowe;j'*

1 e . . 1 . 1 ;
0 1 2 3 4 5
a b c

W tym przypadku, wedle prezentowanej propozycji Shapleya, mozliwe sg zatem
tylko dwa uporzadkowania: od ,lewicy” do ,prawicy” (a < b < ¢ < d) i przeciwne
(d=<c=<b=a).

Jesli pomineliby$my wszystkie ograniczenia wynikajgce z przestrzennego usytu-
owania punktéw idealnych czworki graczy, nalezaloby rozwazyé wszystkie 24 (4!)
uporzadkowania. Przyjmijmy, ze gracze majg takie same wagi (np. réwne 1), za$ do
zwyciestwa w glosowaniu wystarczy zebra¢ 3 glosy poparcia sposréd 4 gloséw.
W klasycznej warto$ci Shapleya, jak pamietamy, wszystkim uporzagdkowaniom - spo-
sobom tworzenia koalicji — przypisane sg réwne prawdopodobienstwa. Jesli rozwa-
zymy zatem wszystkie, réwnie prawdopodobne, uporzadkowania, wéwczas warto$é
Shapleya (indeks Shapleya-Shubika) okaze sie identyczna dla kazdego z graczy
i réwna Ya. Wektorowi graczy [a, b, ¢, d] przyporzadkujemy wektor sity [Y4, V4, Ya, Ya].
Jesli naruszymy réwnosé tego prawdopodobienstwa, umieszczajagc punkty idealne
graczy w przestrzennym modelu, wynik moze okaza¢ sie zgota inny. W przyktadzie
zilustrowanym na rysunku 1 jedyne dopuszczalne uporzadkowania, a < b < c < d
id=<c=<b=<a,przypisza graczom b i ¢ po 1 ,punkcie” za przeksztalcenie koalicji
przegrywajacych {a, b} oraz {c, d} w koalicje wygrywajace, odpowiednio: {q, b, c}
i {b, ¢, d}. Oznacza to, ze calo$é wladzy w zgromadzeniu znajduje sie po potowie
u graczy b i c. Mamy wiec wektor sity [0, ', Y2, 0]. Dwaj skrajnie usytuowani gracze

14 7rédlo: (Jasinski, 2003: 148).
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okazali si¢ nieistotni w podejmowaniu decyzji w tym zgromadzeniu, pomimo identycz-
nych wag co ,$rodkowi” glosujacy. Docenienie znaczenia graczy wyznaczajacych
w przestrzeni jednowymiarowej mediane dobrze koresponduje z wnioskami ze stynne-
go twierdzenia Blacka o medianowym wyborcy!. Propozycja Shapleya-Owena pozwa-
la na okreslenie znaczenia decydentéw réwniez w przestrzeni wielowymiarowej.

Rozwazaé bedziemy dalej gre z udzialem tych samych czterech graczy z reguly
bezwzglednej wiekszosci, zatem do wygrania glosowania (stworzenia koalicji wygry-
wajacej) potrzeba 3 graczy. Réwne prawdopodobienistwo uporzadkowan graczy
zakladane przy wartosci Shapleya (symetrycznej) zostalo w jej przestrzennej genera-
lizacji zastapione przez postulat réwnego prawdopodobienstwa wszystkich kierun-
kéw. Shapley zaproponowal nastepujaca interpretacje tego postulatu: ,polityczne
wiatry” wiejq w poprzek przestrzeni politycznej w Scisle losowy sposéb (Shapley, 1977:
20). Zatem zgodnie z tym zalozeniem réwne prawdopodobiefistwo zostaje przypisa-
ne kierunkom-kryteriom budowania koalicji.

W modelach wielowymiarowych uporzadkowanie punktéw dla ustalonego kie-
runku dane jest przez uporzadkowanie rzutéw tych punktéw na prosta wyznaczajaca
6w kierunek. Istniejg takie usytuowania przestrzenne punktéw, dla ktérych przy tej
koncepcji nie wszystkie uporzadkowania sa dopuszczalne. Rysunek 2 przedstawia
punkty idealne graczy a, b, ¢, d w przestrzeni dwuwymiarowej. Jak widaé, niemozli-
we sg uporzadkowania, w ktérych gracz ¢ znalaztby sie na skraju, np. ¢ <b <a <d.
Dwa rozwazane kierunki zostaly zaznaczone na rysunku przerywanymi liniami.
Wedtug jednego kierunku (skierowanego bardziej pionowo) gracz a znajduje si¢ naj-
wyzej w uporzadkowaniu, za$ wedlug drugiego (blizszego osi poziomej) — najnize;j.

Przestrzenng generalizacjq wartosci Shapleya'® graczy jest wektor proporcji sum
powierzchni sfery zwigzanych z tymi uporzadkowaniami, dla ktérych poszczegdlni
gracze sg graczami decydujacymi.

Dla przestrzeni dwuwymiarowej zbiory kierunkéw wyznaczajace te same upo-
rzagdkowania mozna przedstawi¢ jako tuki (lub katy) w dowolnym okregu!” umiesz-
czonym w uktadzie wspétrzednych. Dtugosé poszczegblnych tukéw jest zatem miarg
udzialu odpowiednich uporzadkowan wséréd wszystkich dopuszczalnych ustawien
graczy (przy zalozeniu réwnego prawdopodobiefistwa wszystkich kierunkéw).
Ponizszy rysunek przedstawia wszystkie mozliwe uporzadkowania czworki graczy w
dwuwymiarowej przestrzeni. Dla naszej gry (czwoérka graczy o wadze 1 i regula
decyzyjna wymagajaca 3 glosé6w do przegtosowania wniosku) zawsze gracz trzeci w
uporzadkowaniu jest graczem decydujgcym.

15 Szersze rozwazania tego jednowymiarowego przypadku dostepne sg m.in. w (Jasifiski, 2003).
16 Por. (Shapley, 1977), (Jasinski, 2003).
17 Usytuowanie okregu na rysunku 3 wynika wytacznie ze wzgledéw prezentacyjnych.
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Rysunek 2. Uporzadkowania graczy a, b, ¢, d dla dwéch réinych kierunkéw w przestrzeni

dwuwymiarowej'?
45 J[ b<c<d<a
411
351 F e
371
S 2511 ~o 0
E | L C
et . |
1!5_I' = -.® b i
1-J .
f ; ; : ——
057 '____;.__J_-—"""" a<b<c=<d
") 1 2 3 4 5
wymiar 1

Rysunek 3. Uporzadkowania graczy a, b, ¢, d dla ré6znych kierunkéw w przestrzeni

dwuwymiarowej'®

Oto wartosci przestrzennej generalizacji warto$ci Shapleya graczy a, b, ¢, d
przedstawionych jak na rysunku 3 dla naszej gry:
@, = 46°360°= 0.13,
¢, = 92°/360° = 0.26,

18 Zrédio: (Jasifiski, 2003: 147).
19 7rédto: (Jasinski, 2003: 147).
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¢, = 180%360°= 0.5,
@, = 42°360°= 0.12.2°

Jak widaé, najwieksza site ma najbardziej ,centrowy” gracz ¢. Gracz ten najczesciej
wystepuje jako gracz decydujacy o utworzeniu koalicji wygrywajacej. Gdyby przedsta-
wiona przestrzen reprezentowala rzeczywista przestrzen ideologiczng, a zaznaczone
na niej punkty reprezentowaly stanowiska réznych partii, powiedzieliby$my, ze partia
¢ jest, $rednio rzecz biorac, najbardziej dogodnym ideologicznie koalicjantem dla
wszystkich innych partii, natomiast partie a oraz d (usytuowane skrajnie) — koalicjan-
tami najmniej pozadanymi. Gracz-partia b zyskuje na bliskosci centrum. Prowadzono
wiele analiz i interpretacji wartoSci przestrzennej generalizacji wartoéci Shapleya
i innych przestrzennych indekséw sity dla réznych zgromadzen politycznych?!. Okazata
sie uzytecznym narzedziem do badania grupowych proceséw decyzyjnych w warun-
kach rywalizacji, w ktorej konieczne jest uwzglednienie czynnika ideologicznego.

3. W poszukiwaniu mocnych punktéw w chaosie ideologii

Shapley z Owenem wskazali jednak inna, nie mniej warto$ciowa propozycje wyko-
rzystania wlasnoSci przestrzennej generalizacji warto$ci Shapleya. Odnosi si¢ ona do
dwuwymiarowych przestrzennych modeli glosowania. Propozycje t¢ mozna trakto-
waé jako wktad w poszukiwane stabilnych i jednoznacznych wyboréw spotecznych
w przestrzennych modelach glosowania. Alternatywe wygrywajaca w wigkszoscio-
wych glosowaniach w parach z kazdg inng alternatywg okresla sie mianem zwyciezcy
w sensie Condorceta. W przypadku przestrzeni jednowymiarowych i glosujgcych
posiadajacych jednoznaczne preferencje zawsze istnieje mozliwo$¢ jednoznacznego
wyboru spotecznego. Dowiddt tego w 1958 roku Duncan Black (Black, 1958). Zgodnie
z jego twierdzeniem??, jesli liczba wyborcow jest nieparzysta, to alternatywa lezaca
w punkcie idealnym glosujacego wyznaczajacego mediane zgromadzenia (mediano-
wy wyborca) jest tzw. mocnym zwyciezcg w sensie Condorceta. Jesli, jak w naszym
przykladzie przedstawionym na rysunku 1, liczba cztonkéw zgromadzenia jest parzy-
sta 1 mediana ich punktéw idealnych nie jest wyznaczona jednoznacznie, woéwczas
alternatywa usytuowana w dowolnym miejscu miedzy punktami graczy ,Srodko-
wych” (w przykladzie sg to punkty b i ¢) w konkurencji z kazda inng alternatywa
uzyska glosy co najmniej potowy glosujacych. W najgorszym razie glosowanie zakon-
czy sie remisem. Woéwczas jednak nadal alternatywa ta nie przegrywa — nie znajduje
sie w mniejszo$ci w rywalizacji - z zadng inng. W przypadku przestrzeni wigcej niz

20" Wartosci nie sumuja si¢ do 1 ze wzgledu na zaokraglenia.
2l M.in. (Rapoport, Golan, 1985), (Rabinovitz, Macdonald, 1986), (Jasinski, 2003), (Godfrey, 2005).
22 Bardziej precyzyjne oméwienie twierdzenia Blacka znajdzie Czytelnik w tekscie (Haman, 2003b).
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jednowymiarowych problem okreslenia warunkéw stabilnosci oraz jednoznacznosci
dokonania wyboru przez zgromadzenie nie jest prosty. Nakresle ponizej tylko zarys tej
problematyki niezbedny do przedstawienia znaczenia propozycji Shapleya-Owena.

W sytuacji gdy przestrzenna konfiguracja punktéw idealnych graczy charakteryzu-
je sie znaczng symetrig i pozwala na znalezienie takiego punktu w przestrzeni, ktéry
bylby tzw. mediang we wszystkich kierunkach?® (np. jesli gracze usytuowani byliby
w wierzchotkach kwadratu, wéwczas mediang we wszystkich kierunkach bytby punkt
przeciecia przekatnych kwadratu), woéwczas wybor alternatywy o cechach sytuujacych
ja w tym punkcie bedzie przy glosowaniu wigkszoSciowym spolecznie nie mniej
korzystny od wyboru alternatyw usytuowanych w innych punktach przestrzeni.
Alternatywa taka bedzie tzw. stabym zwyciezcg w sensie Condorceta — w glosowaniu
wiekszo$ciowym nie przegrywa z zadng inng alternatywa reprezentowang w prze-
strzeni. Charles Plott (Plott, 1967) wykazal, ze jest to jedyna sytuacja, gdy istnieje
zwyciezca w sensie Condorceta w przestrzeni co najmniej dwuwymiarowej. W wigk-
szo$ci przypadkéw nie istnieje jednak mediana we wszystkich kierunkach. Rozwigzanie
to jest ponadto bardzo niestabilne. Wystarczy lekko przesunaé punkt idealny jednego
z graczy umieszczonych w wierzchotkach kwadratu, a nie da sie znalez¢ mediany we
wszystkich kierunkach. Mozna wiec powiedzieé, Ze istnienie zwyciezcy w sensie
Condorceta w przestrzeniach wielowymiarowych jest bardzo mato prawdopodobne.

Uzupelnieniem tych rozwazan jest wynik uzyskany przez McKelveya. W swoim
twierdzeniu zwanym nieprzypadkowo twierdzeniem o chaosie pokazal, ze jesli nie ist-
nieje mediana we wszystkich kierunkach, to dla kazdej alternatywy mozna znalez¢ taki
cigg glosowan metodg wiekszo$ciowa, ktéry doprowadzi do jej wyboru przez zgroma-
dzenie. Oznacza to, ze stosujac sekwencyjne glosowanie wigkszo$ciowe decyzja spo-
teczng moze by¢ wybdr jakiejkolwiek alternatywy (dowolnego punktu przestrzeni),
zalezny jedynie od kolejnosci glosowan. Osoba majaca mozliwo$¢ wprowadzania
nowych opcji pod glosowanie zgromadzenia oraz okreslajaca kolejnosé¢ gtosowan (np.
przewodniczacy zgromadzenia) moze z powodzeniem przeprowadzaé przez glosowa-
nia niektére wygodne dla siebie wnioski, z drugiej za$ strony nawet uczciwie i szczerze
wyrazana wola czlonkéw zgromadzenia moze by¢ narazona na zarzuty manipulacji.

Sita tego twierdzenia jest tym wigksza, ze nie bazuje ono na wynikach empirycz-
nych (rzeczywisto$¢ spoteczna moze si¢ zmienic), lecz ma charakter normatywny.
Ponadto opiera si¢ na stabych zatozeniach (poza przedstawionymi juz zalozeniami
przestrzennych modeli glosowania zalozono wielowymiarowo$¢ przestrzeni oraz,
czesty przeciez, brak symetrii punktéw idealnych graczy). Ma zatem charakter bar-
dzo ogélny. Podejmowano szereg normatywnych i empirycznych préb poszukiwania

23 Zob. m.in. (Haman, 2003b).
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stabilno$ci w chaosie odkrytym przez McKelveya?*. Wydaje sig, ze jedng z bardziej
eleganckich, normatywna odpowiedzig na problemy ze znalezieniem stabilnego roz-
wigzania jest propozycja Shapleya-Owena (Shapley i Owen, 1989)%. Odwotali si¢ oni
w swoim twierdzeniu do koncepcji mocnego punktu®® zdefiniowanego w 1987
(Grofman i in., 1987). Wobec nieistnienia stabilnych opcji do wyboru mozna poszu-
kiwaé w przestrzeni ideologicznej punktéw najmniej niestabilnych. Jak pamietamy,
jesli w przestrzeni nie istnieje mediana we wszystkich kierunkach, wéwczas kazdy
punkt przestrzeni - alternatywa o cechach sytuujacych ja w tym punkcie - przegrywa
z jaka$ inng alternatywa.

Mocny punkt w grze prostej w przestrzeni R* to taki punkt x, dla ktérego zbiér alter-
natyw (punktéw przestrzeni R¥), z ktérymi alternatywa usytuowana w punkcie x
przegrywa, jest najmniejszy?’.

Dwa lata po przedstawieniu przez Grofmana i wspétpracownikow koncepcji
mocnego punktu Shapley z Owenem przedstawili dowdd twierdzenia pozwalajacego
jednoznacznie wyznaczy¢ mocny punkt w przestrzeni dwuwymiarowej.

Twierdzenie Shapleya-Owena

Wspotrzedne mocnego punktu w grze wigkszosci w Euklidesowej przestrzeni R?
sg wazong Srednig wspoétrzednych idealnych punktéw graczy, zas§ wagami sg warto-
$ci przestrzennej generalizacji warto$ci Shapleya.

Punkt ten okreslili jako ,$rodek sity” w zgromadzeniu.

Shapley z Owenem pelny dowdd swojego twierdzenia poprzedzili przekonujaca
ilustracjg idei dowodu (Shapley i Owen, 1989: 340)%, tok rozumowania prezentu-
jac na uproszczonym przykladzie zgromadzenia sktadajacego si¢ z trzech glosuja-
cych. Wykorzystam tréjke graczy (a, b, d) z przyktadu wykorzystywanego w tym
artykule. Figury zaznaczone na szaro na rysunku 4, o ksztaltach przypominajacych
niesymetryczne soczewki (cze$¢ wspdlna trzech wycinkéw kot o srodkach w punk-
tach w punktach a, b oraz d, promieniach réwnych odlegtosciom tych punktéw od
punktu x i katach réwnych podwojonym katom tréjkata abd przy odpowiednich
wierzchotkach) przedstawiajg zbidr alternatyw, z ktérymi przegrywa alternatywa

24 Przeglad tych wysitkéw znajdzie Czytelnik w tek$cie (Lissowski, 2003).

25 Zob. réwniez (Owen, 1990).

%6 Ang. strong point.

27 Jedli istnieje zwycigzca w sensie Condorceta, to alternatywa ta jest mocnym punktem. W ogélnym przypad-
ku zbiér mocnych punktéw tworzy zbiér alternatyw wybieranych metoda Copelanda. Zob. m.in. (Haman,
2003a: 94).

28 Petny dowdd twierdzenia znajduje si¢ w tym samym tekscie. Idea dowodu opisana jest réwniez w (Straffin,
1994: 1149).
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znajdujaca sie w punkcie x. Na przyklad ,soczewka” migdzy punktami x i ¢ okresla
te alternatywy, ktore lezg blizej zaréwno punktu a, jak i b. Zatem gracze a i b majg
powdd, by zgodnie glosowaé przeciwko alternatywie x na rzecz ktérejkolwiek alter-
natywy ze wspomnianego obszaru.

Rysunek 4. Znajdowanie mocnego punktu x dla tréjki graczy a, b, d*

Mamy pokazaé, ze suma po6l figur z rysunku, ograniczonych tukami, jest naj-
mniejsza wtedy, gdy wspétrzedne punktu x wyznaczone sg przez Srednig wspétrzed-
nych punktéw a, b, d wazong przez warto$ci Shapleya-Owena graczy usytuowanych
w tych punktach.

Doda¢ nalezy na poczatku, ze Shapley (1977) pokazal, ze dla kazdych trzech roz-
tacznych punktéw idealnych graczy w przestrzeni, przy glosowaniu wigkszoscio-
wym, warto$¢ Shapleya-Owena kazdego gracza jest proporcjonalna do kata przy
odpowiednim wierzchotku tréjkata®?. Wartosci Shapleya-Owena graczy a, b, d sa

L. apd o . .
zatem réwne, odpowiednio, ;,%,; (uzywam dalej zapisow katéw w radianach).

Wyznaczymy teraz pole powierzchni bedacej miarg wrazliwosci alternatywy x na
porazke - pole figury bedacej zbiorem alternatyw, z ktérymi przegrywa alternatywa
x. Oznaczymy ten zbiér jako W(x). Pole figury xstu zaznaczonej na rysunku 4 ciem-

29 Por. (Straffin, 1994: 1149).

30" Dla punktéw usytuowanych na prostej (w R!) kat przy punkcie idealnym gracza srodkowego jest réwny
180°, czyli w radianach 7, za$ graczy skrajnych - 0°, zatem, zgodnie z przedstawionymi w tekscie wynikami,
warto$¢ Shapleya-Owena gracza Srodkowego jest réwna 1, a pozostatych - 0.
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niejszym odcieniem jest dwukrotno$cig réznicy pola wycinka kota bsx o $rodku
w punkcie b i promieniu bx oraz tréjkata bux. Zarazem pole tréjkata bux (fragmentu
trojkata abd) jest réwne polu tréjkata but bedacego jego lustrzanym odbiciem przez
odcinek ab. Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla pozostalych seg-
mentéw figury przedstawionej na rysunku. Poszukiwane pole otrzymamy, odejmujac
dwukrotno$¢ pola tréjkata abd (pole sze$ciokata zaznaczonego na rysunku przerywa-
ng linig) od dwukrotnosci sumy p6l wszystkich wycinkéw két o srodkach w punktach
a, b, d i promieniach, odpowiednio, ax, bx, dx oraz katach, odpowiednio, «, 8, 6:3!

W () = au(ax)? +B(bx)? + &(dx)? — 2Aabd.

W R? wyrazenie W(x) mozna traktowac jako funkcje dwoch zmiennych — wspot-
rzednych punktu x, ktére oznaczylem jako x, oraz x,:

W (%, X,) = of (%, _31)2 +(%, —a2)2]+[3[(x1 _b1)2 +(x; _b2)2]+

+8[(x, —d;)? + (x, —d,)?] - 2Aabd.

Wspétrzedne punktéw a, b oraz d to stale, ktére oznaczylem jako, odpowiednio,
la,, a,], [b,, b,], [d,, d,]. Pole tréjkata abd jest, rzecz jasna, rowniez stala, niezalezng
od polozenia punktu x.

Aby znalez¢ minimum?? tego wyrazenia, wystarczy wyznaczy¢ pochodng czgstko-
wa po kazdej ze wspélrzednych x, i przyréwnac ja do zera®:
S = 20(x, - a)+ 2805 ~b)+ 2801 ~¢)) = 0
Xi
by, po prostych przeksztalceniach, otrzymaé (pamigtamy, ze suma katéw tréojkata
o katach a, § oraz d jest rbwna o + § + 0 = x):
_ o0 +Bb+06d; o B

Xj=—t—=1—1 —ai+—bi+§di.
o+B+0 T v T

W(x) osigga zatem minimum dla punktu x danego jako:
x=La+ B b+ S d.
T T T

Wagi przy punktach a, b oraz d to wlasnie wartoSci przestrzennej generalizacji
warto$ci Shapleya dla gier prostych.

Pole wycinka kola o promieniu r kacie $rodkowym o jest rowne %arz, zatem w naszym przykladzie np.
a(ax)? okresla dwukrotnos¢ pola wycinka kola o promieniu o (albo pole wycinka kota o promieniu 20)
i promieniu réwnym dlugosci odcinka ax.

Badana funkcja jest wypukla.

Przeksztalcenia dla kazdej ze wspélrzednych, x, i x,, sa identyczne, wigc nie przedstawiam ich osobno.
Pochodna pola tréjkata abd po wspélrzednych x; jest réwna 0, poniewaz pole to jest stalg, niezalezng od
polozenia punktu x.
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W tym miejscu warto dodaé, ze dla zbioru czterech graczy (a, b, ¢ oraz d) rozwaza-

nego w artykule mocny punkt znajduje sie bardzo blisko punktu idealnego gracza ¢*.

Twierdzenie odnosi sie wprawdzie jedynie do przypadkéw przestrzeni dwuwy-
miarowych, jednakze wiele modeli przestrzeni ideologicznych3® jest wtasnie dwuwy-
miarowych. Dwa wymiary okazujg sie¢ na ogét wystarczajace do skutecznego opisu
zjawisk decyzyjnych w polityce.

Ponizszy przyktad jest og6lng prezentacjg interpretacji mocnego punktu w rzeczy-
wisto$ci politycznej naszego kraju.

Przyklad. Sejm VII kadencji

W jednym z moich artykutéw (Jasiniski, 2012) przedstawitem koncepcje rekonstruk-
cji tzw. przestrzeni ideologicznej ex-post, czyli na podstawie glosowan - rzeczywistych
zachowan postéw. Na podstawie analizy glosowan postéw lub catych klubéw parla-
mentarnych mozna oszacowa¢ odlegto$ci miedzy postami czy tez klubami. Wéwczas
mozna wyznaczy¢ dogodng przestrzenng reprezentacje oszacowanych odleglosci.
Zaproponowane rozwigzanie, cho¢ nie pozbawione ograniczen, pozwala jednak na
oddzielenie ustalen bazujacych jedynie na niestabilnych deklaracjach politykéw oraz
spekulatywnych dyskusjach komentatoréow polityki od wynikéw opierajacych si¢ na
rzeczywisto$ci dostepnej badaniom empirycznym. We wspomnianym artykule przed-
stawitem rekonstrukcje przestrzeni ideologicznych w széstej i si6dmej kadencji Sejmu.

Ponizszy przyklad bazuje na wynikach uzyskanych przez moja magistrantke,
Aleksandre Kozaczuk (Kozaczuk, 2013), ktéra zdecydowala sie zastosowaé moja
koncepcje do wlasnych badan. Wyniki te zostaly opisane w finalizowanej obecnie
pracy dyplomowej. Za zgodg Autorki przedstawiam uzyskane rezultaty. Rekonstrukcja
dotyczy 5 i 6 posiedzenia Sejmu siédmej (obecnej) kadencji. W tym okresie przepro-
wadzono 48 glosowan. Glosowano szereg waznych kwestii, mocno dzielacych polska
scene polityczng. Byly to m.in. glosowania w sprawie wydtuzenia okresu, w ktérym
rodzice mieliby decydowaé o postaniu szeScioletniego dziecka do szkoly (ustawa
0 zmianie ustawy o systemie o$wiaty oraz o zmianie niektérych innych ustaw),
w sprawie projektu ustawy o sktadkach na ubezpieczenie zdrowotne rolnikéw za
2012 r., w sprawie refundacji lekéw (ustawa o zmianie ustawy o refundacji lekéw,
srodkéw spozywczych specjalnego przeznaczenia zywieniowego oraz wyrobow
medycznych oraz niektérych innych ustaw) oraz wniosek o wyrazenie wotum nieuf-
nosci wobec ministra zdrowia Bartosza Arlukowicza.

3 Czytelnik moze samodzielnie wyznaczy¢ jego wspdirzedne. Wartosci Shapleya-Owena dla poszczegdl-
nych graczy zostaly przedstawione w artykule, za$ wspélrzedne punktéw graczy sa nastepujace: a [1, 3.5],
b2,1.3],c[2.5,2],d[4,2.5]

36 M.in. (Rapoport, Golan, 1985), (Rabinovitz, Macdonald, 1986), (Straffin, 1994), (Haman, 2001), (Jasinski,
2003), (Godfrey, 2005), (Jasinski, 2012).
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Na podstawie glosowan przeprowadzonych podczas 5 i 6 posiedzenia Kozaczuk
oszacowala odleglosci miedzy klubami parlamentarnymi, odtworzyta przestrzen
ideologiczng i wyznaczyla warto$ci zaréwno symetrycznego indeksu Shapleya-
Shubika jak i jego przestrzennej generalizacji — wartosci Shapleya-Owena.

Ponizej przedstawiam podzial mandatéw w Sejmie VII kadencji podczas 51 6
posiedzenia oraz wartosci obu indeksow sily.

Tabela 1. Podzial mandatéw i wartosci indekséw sily podczas 5 i 6 posiedzenia Sejmu VII kadencji

Klub/Poset | Liczba glosow | Indeks Shapleya-Shubika | Warto$é Shapleya-Owena
Platforma Obywatelska (PO) 207 0,6 0,16
Prawo i Sprawiedliwo$¢ (PiS) 136 0,1 0,02
Polskie Stronnictwo Ludowe (PSL) 28 0,1 0,82
Sojusz Lewicy Demokratycznej (SLD) 26 0,1 0
Ruch Palikota (RP) 4 0,1 0
Solidarna Polska (SP) 20 0 0
Ryszard Galla (RG) 1 0 0
Jarostaw Jagietto (JJ) 1 0 0

Jak wida¢, wartosci przestrzennej generalizacji znacznie odbiegaly wéwczas od
warto$ci symetrycznego indeksu sily, abstrahujgcego od konfiguracji graczy. Jak zoba-
czymy na nastepnym rysunku, tak znaczna warto$¢ Shapleya-Owena dla PSL spowo-
dowana jest jego niezwykle korzystnym usytuowaniem, ktére bylo konsekwencjg
podjetej efektywnej strategii w glosowaniach. Szokujgce w pierwszej chwili wyniki
okazujg sie dobrze interpretowalne i zgodne z ,miekkim” opisem 6wczesnej rzeczywi-
stoSci politycznej. PSL okazat si¢ graczem bardzo atrakcyjnym przy tworzeniu wszel-
kich porozumien, réwniez z opozycja. Duze kluby - Platformy Obywatelskiej oraz
Prawa i Sprawiedliwosci — ,tracily” za$ jako gracze wyznaczajacy bieguny przestrzeni
ideologicznej. Tak znaczna warto$¢ Shapleya-Owena dla PSL jest odpowiedzialna
zarazem za to, ze mocny punkt tej gry znalazt sie tak blisko punktu idealnego PSL.
Klubowi PSL opfacito sie wchodzi¢ w rozmaite ,flirty” z PiS (jedynym graczem istot-
nym w tej przestrzeni) i zupetnie ignorowaé Solidarng Polske oraz kluby lewicowe, by
usytuowaé punkt najbardziej akceptowalny dla wszystkich znaczacych graczy — naj-
mniej niestabilng z alternatyw, czyli mocny punkt - blisko swojej pozycji. W tym sensie
mocny punkt wyznaczatby opcje o najwiekszej szansie na konsensus w zgromadzeniu.

Nieco mniejszymi literami zaznaczylem na rysunku inicjalty dwéch postéw nie-
zrzeszonych: Ryszarda Galli (RG) z MniejszoSci Niemieckiej i bylego posta PiS
Jarostawa Jagielty (JJ). Wida¢ znaczng sktonno$¢ posta Galli do zachowan bliskich
koalicji, co zreszta nie miato dla koalicjantéw zadnego znaczenia strategicznego —
poset ten, podobnie jak poset Jagietto, a nawet klub Solidarnej Polski nie mieli
zadnego ,potencjatu koalicyjnego” — nie byto na nich zapotrzebowania przy two-
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rzeniu jakiejkolwiek koalicji wygrywajacej, nawet abstrahujgc od przestrzennego
usytuowania graczy.

Rysunek 5. Usytuowanie punktéw idealnych graczy i mocnego punktu w przestrzeni
ideologicznej Sejmu VII kadencji podczas 5 i 6 posiedzenia

NiNe]
o SP RG O
PiS O
PO
MOCNY PUNKT ® ©
PSL
RP O
SLD ©

Z pewnoS$cig wiele ciekawych obserwacji mozna by poczynié, analizujac zmiany
przestrzeni ideologicznej w ciggu kadencji oraz badajac ,wedrowanie” mocnego
punktu po tej przestrzeni. Jest to temat na osobne opracowanie. Powyzszy przyktad
mial za zadanie jedynie zilustrowa¢ zaprezentowang koncepcje najmniej niestabilne-
go punktu w chaosie ideologii.

Warto$¢ Shapleya-Owena znajduje sie na marginesie dziatalno$ci naukowej
Lloyda Shapleya. Nie zostata przeciez nawet wspomniana przy okazji przyznania mu
Nagrody Nobla w 2012 roku. Trudno jednak przecenic jej wktad w rozwazania fun-
damentalnych probleméw, zaréwno normatywnych, jak i opisowych, przestrzennej
teorii glosowania.

DECYZJE NR 20/2013 DOI: 10.7206/DEC.1733-0092.11

63



PRZESTRZENNA GENERALIZACJA WARTOSCI SHAPLEYA DLA GIER PROSTYCH...

Bibliografia

Banzhaf, J.F. 1965. Weighted voting does not work: a mathematical analysis. ,Rutgers Law Review”
19: 317-343.

Black, D. 1958. The theory of committees and elections. Cambridge: Cambridge University Press.

Deegan, J. i E. Packel. 1978. A New index of power for simple n-person games. ,International Journal
of Game Theory” 7: 113-123.

Enelow, J.M. i M.J. Hinich. 1984. The spatial theory of voting. An introduction. Cambridge: Cam-
bridge University Press.

Enelow, J.M. i M.J. Hinich. 1989. A general probabilistic spatial theory of elections. ,Public Choice”
61: 101-113.

Godfrey, J. 2005. Shapley-Owen values for the political parties in the Duma 2000-2003. Working
paper.

Grofman, B., G. Owen, N. Noviello, G. Glazer. 1987. Stability and centrality of legislative choice in
the spatial context. ,American Political Science Review” 81: 539-552.

Haman, J. 2001. Czy w sejmie jest lewica i prawica? W: Obcigzeni politykq. W. Wesotowski (red.)
Warszawa. IFiS PAN, s. 61-76.

Haman, J. 2003a. Demokracja, decyzje, wybory. Warszawa. Wydawnictwo Naukowe ,Scholar”.

Haman, J. 2003b. Stabilnos¢ i zmiennosé w przestrzennych modelach glosowania. ,Studia Socjolo-
giczne” 1: 39-78.

Jasinski, M. 2000. Czy zawsze wigkszy jest silniejszy, czyli jak zmierzyé site uczestnikow ciat decyzyj-
nych?. ,Studia Socjologiczne” 1-2: 49-77.

Jasinski, M. 2003. Stanowisko ideologiczne a znaczenie uczestnika zgromadzenia decyzyjnego. ,Stu-
dia Socjologiczne” 1: 139-174.

Jasinski, M. 2004. Nicea, Konstytucja, kompromis... — o znaczeniu procedur w zgromadzeniach decy-
zyjnych. ,Decyzje” 1: 81-118.

Jasinski, M. 2009. Decyzje w duzych grupach — gry oceaniczne. ,Decyzje” 12: 25-52.

Jasinski, M. 2012. Przestrzen ideologiczna oparta na politycznych faktach. ,Decyzje” 17: 5-28.

Kozaczuk, A. 2013. Wartos¢ interpretacyjna przestrzennych generalizacji indekséw sity w przestrzeni
ideologicznej ex-post Sejmu VII kadencji. Praca dyplomowa. W przygotowaniu.

Lissowski, G. 2003. Wprowadzenie do przestrzennej teorii glosowania. ,Studia Socjologiczne” 1: 9-38.

Malawski, M. 2008. Wartos¢ Shapleya. ,Decyzje” 10: 27-58.

Malawski, M. 2013. Lloyd Shapley. ,Decyzje” 19: 109-118.

Malawski, M., H. Sosnowska, A. Wieczorek. 1997. Konkurencja i kooperacja. Teoria gier w ekonomii
i naukach spotecznych. Warszawa. Wydawnictwo Naukowe PWN.

McKelvey, R. 1976. Intransitivities in multidimensional voting bodies and some implications for the
agenda control. ,Journal of Economic Theory” 12: 472-482.

Mercik, J.W. 1999. Sita i oczekiwania. Decyzje grupowe. Warszawa — Wroctaw. Wydawnictwo Na-
ukowe PWN.

Owen, G. 1971. Political games. ,Naval Research Logistics Quarterly” 18: 345-355.

Owen, G. 1977. Values of games with a priori unions. w: ,Mathematical economics and game the-
ory”, R. Hein, O. Moeschlin (red.) New York. Springer, s. 76-88.

64 DOI: 10.7206/DEC.1733-0092.11 DECYZJE NR 20/2013



Mikotaj Jasinski

Owen, G. 1990. Stable outcomes in spatial voting games. ,Mathematical Social Sciences” 19: 269-
279.

Plott, C. 1967. A notion of equilibrium and its possibility under majority rule. ,American Economic
Review” 57: 787-806.

Rabinovitz, G. i S. Macdonald. 1986. The power of the states in US Presidential elections. ,American
Political Science Review” 80: 65-87.

Rapoport, A. i E. Golan. 1985. Assessment of political power in the Israeli Knesset. ,American Poli-
tical Science Review” 79: 673-692.

Shapley, L.S. 1977. A Comparison of power indices and a non-symmetric generalization. RAND Pa-
per. Santa Monica. Rand Corporation. P-5872.

Shapley, L.S. i G. Owen. 1989. Optimal location of candidates in ideological space. ,International
Journal of Game Theory” 18: 339-356.

Shapley, L.S. i M. Shubik. 1954. A method of evaluating the distribution of power in a committee
system. ,American Political Science Review” 48: 787-792.

Sosnowska, H. 1995. Analiza programéw wyborczych i wynikéw wyboréw za pomocq wartosci Sha-
pleya z prekoalicjami na przykladzie wyboréw do Sejmu z 19.09.1993. ,Roczniki Kolegium Analiz
Ekonomicznych” nr 2/1998. Warszawa. Oficyna Wydawnicza SGH, s. 181-188.

Sosnowska, H. 1999. Indeksy sily. W: ,Grupowe podejmowanie decyzji”. H. Sosnowska (red.) War-
szawa. Wydawnictwo Naukowe ,Scholar”, s. 103-122.

Straffin, P. D. 1994. Power and stability in politics. W: ,Handbook of Game Theory” t.2, R.J. Aumann
i S. Hart (red.) Elsevier Science BA, s. 1128-1151.

DECYZJE NR 20/2013 DOI: 10.7206/DEC.1733-0092.11

65





