DECYZJE nr 23 czerwiec 2015

INDEKSY HYBRYDOWE W GRACH OCEANICZNYCH,
CZYLI RACJONALNY TEUM
W STRUKTURZE IDEOLOGICZNEJ!

Mikotaj Jasinski?
Uniwersytet Warszawski

Streszczenie: Zasadniczym celem artykutu jest przedstawienie koncepcji teo-
retycznej, umozliwiajqcej uwzglednienie zréZnicowania ideologicznego w zgro-
madzeniu z bardzo duzq liczbq glosujqcych. Przy analizie realiow politycznych
nie do utrzymania jest bowiem przyjmowany dotychczas w modelach gier oce-
anicznych warunek o identycznej skfonnosci poszczegolnych glosujgcych do bu-
dowania koalicji ze wszystkimi innymi glosujgcymi. W pracy rozwijam koncep-
cje ,hybrydowych indeksow sity” dla przypadkow gier oceanicznych. Analizuje
gry oceaniczne ze strukturq czgstkowej jednolitosci graczy.

Artykut jest zarazem podsumowaniem moich prac badawczych z ostatnich
lat, zwiqzanych z analizq proceséw decyzyjnych w duzych zgromadzeniach oraz
modelowaniem zréZnicowania ideologicznego w zgromadzeniach decyzyjnych.
W pracy podejmuje rowniez probe pokazania dobrego umocowania teoretyczne-
go prezentowanych modeli w klasycznych teoriach socjologii.

Ostatnie czgsci artykulu poswiecone sq zarysowaniu mozliwych interpretacji
socjologicznych opisanych modeli oraz przedstawieniu planéw dalszych badan
przy wykorzystaniu opisanej koncepcyi.

Stowa kluczowe: wazona gra wigkszosci, gra oceaniczna, struktura czgstko-
wej jednolitosci, wartos¢ Shapleya, hybrydowy indeks sily.

Autor dzigkuje za cenne uwagi, dyskusje i podpowiedzi Markowi Bozykowskiemu, prof. Grzegorzowi Lis-
sowskiemu, dr. Markowi Styczniowi, dr. Marcinowi Malawskiemu, dr. hab. Jackowi Hamanowi, dr Joannie
Koniecznej-Salamatin i dr hab. Marcie Bucholc oraz anonimowym recenzentom.

Mikolaj Jasinski, Zaklad Statystyki, Demografii i Socjologii Matematycznej w Instytucie Socjologii Uniwer-
sytetu Warszawskiego; e-mail: mikolaj.jasinski@is.uw.edu.pl

DECYZJE NR 23/2015 DOI: 10.7206/DEC.1733-0092.47 7 'I



INDEKSY HYBRYDOWE W GRACH OCEANICZNYCH, CZYLI RACJONALNY TEUM...

HYBRID POWER INDICES IN OCEANIC GAMES
OR A RATIONAL CROWD IN AN IDEOLOGICAL STRUCTURE

Abstract: This paper aims to present a theoretical concept that allows to
investigate decision-making in large and ideologically differentiated bodies.
Former models of oceanic games were based on the assumption of equal
disposition to cooperate with other players among all voters. It is impossible
to hold this assumption in a political reality. The paper develops the concept
of "hybrid power indices" for oceanic games. Oceanic games with a partial
homogeneity structure are analysed in the paper.

The paper is the result of my previous studies of decision-making processes
in large assemblies and my efforts in modelling ideological differentiation in
political bodies.

The paper also shows that presented formal models have solid foundations in
classical sociological theories.

The last part presents several convenient and reliable sociological
interpretations of the models as well as my plans for future studies using the
models described.

Key words: weighted voting game, oceanic game, partial homogeneity
structure, Shapley value, hybrid power index.

Wspélnota wyrasta ze wspétdziatania,

ktére jest jednoczesnie wspot-oddzialywaniem
odrebnych i réznych od siebie istot;

jest tym, co jest miedzy nimi,

jest stowem ,i” w wyraZeniu ,ja ity ion”.
(Marody i Giza, 2004, s. 105)

1. UWAGI WSTEPNE

Relacja jednostki i spotecznosci, ktérg tworzy wraz z innymi jednostkami, to te-
mat nieustannie pobudzajacy umysty i wyobraznie socjologéw. W jaki sposéb jed-
nostki tworzg spotecznosci, jak zmienia sie zbiorowo$¢ wraz z przybywaniem do niej
nowych czlonkéw - to zagadnienia bedace przedmiotem analiz zaréwno dawnych
klasykéw socjologii, takich jak Ferdinand Ténnies czy Emile Durkheim, jak i wspot-
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czesnych badaczy rzeczywistoéci ponowoczesnej, jak Mirostawa Marody czy Anna
Giza-Poleszczuk. Proces tworzenia przez jednostki wiekszych calosci bywa uznawa-
ny za regres lub za droge tworzenia nowej, lepszej jakosci. Ttum to nagromadzenie
miernoty, nigdy zas inteligencji — twierdzi Gustave Le Bon (Le Bon, 2004, s. 18). T6én-
nies zdaje siec mu odpowiadaé, ze jednak wspélnota ludzka jest wspélnotq rozumng
(Tonnies, 2008, s. 48). Nie ulega jednak watpliwosci, ze jednostka w grupie zachowu-
je sie inaczej niz w odosobnieniu, ze grupa nie jest sumq i Sredniq swych sktadnikéw
(Le Bon, 2004, s. 17), za$ jednostki dostosowujq sie do siebie — jak méwimy potocznie
ydocierajq si¢” w toku intensywnych interakcji; weielajq w siebie wspélnote jako drugg
nature (Marody i Giza, 2004, s. 106).

W pierwszym z moich tekstéw po$wieconych zagadnieniu podejmowania decy-
zji w duzych zbiorowoS$ciach, tzw. grom oceanicznym (Jasifski, 2009), przedstawi-
tem podstawy modelu dla sytuacji, w ktérych rozwazamy grupy decydentéw, ktérzy
nie sg w stanie ,ogarng¢ wzrokiem swojego zgromadzenia”. Pokazalem, Ze teoria
gier kooperacyjnych zawiera propozycje modeli uzytecznych do rozsgdnych analiz
mechanizméw decyzyjnych w takich duzych grupach, a nawet pozwalajacych for-
mulowaé wiarygodne przewidywania rzeczywistych zjawisk zachodzacych w czasie
masowych zachowan decyzyjnych (zob. m.in. Straffin, 1977b, 1983, Jasifski, 2009,
2013). Przedstawione modele ponadto pozwolily zaproponowaé wyjasnienie, dla-
czego nalezy odrézniaé od siebie sytuacje decyzji zbiorowych z mata grupg decy-
dentéw od ttumu decydentéw. Thum decydentéw, wedtug przedstawionych modeli,
pozostaje jednak racjonalnym ttumem podejmujacym przewidywalne decyzje, w od-
réznieniu od thumu Le Bona, ktory bedqc zawsze bezimienny, jest tym samym i nie-
odpowiedzialny (Le Bon, 2004, s. 18). Tlum Aumanna i Shapleya jest blizszy raczej
stowarzyszeniu-kalkulujgcemu spoleczeristwu (Gesellschaft) Tonniesa, ktére powodo-
wane wolq spoleczng jest miejscem rozumnych wyboréw (por. Ténnies, 2008, s. 69).
Nawet osigganie jednomys$lnosci jest w teorii Tonniesa procesem rozumnym, stusz-
nym, prawdziwym (por. Ténnies, 2008, s. 70), za$ poszczegblne wybory przedstawia
on jako akty, w ktérych wybierane strategie muszg dominowac pozostate. Konieczne
jest (...), by to, co mozna otrzymaé w zamian, wydawato si¢ lepsze od tego, co moina
ofiarowad (por. Ténnies, 2008, s. 67).

Czytajac pisma autora Gemeinschaft und Gesellschaft, trudno powstrzymaé si¢
od przekonania, Ze jest to jedna z teorii normatywnych, ktéra kilkadziesiat lat p6z-
niej zostanie wypowiedziana w jezyku teorii gier. Pojecie wiedzy wspoélnej czy kryte-
ria racjonalnosci cztonkéw spoteczenstwa traktowanych jako kalkulujgcy gracze, to
pojecia konieczne do konstrukeji modeli dziewigtnastowiecznego klasyka socjologii.
Racjonalno$¢ zbiorowych decyzji graczy dazacych do maksymalizacji uzytecznosci
osigganych rezultatéw, regulowana jest w teorii gier kooperacyjnych przez postu-
lat superaddytywnosci koalicji. Glosi on, ze wartos¢ funkcji charakterystycznej dla
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polaczonych koalicji (funkcje charakterystyczng koalicji mozna interpretowac jako
jej catkowity ,utarg” w hipotetycznej rywalizacji przeciwko reszcie decydentéw) nie
moze by¢ mniejsza od sumy funkcji charakterystycznych dla koalicji rywalizujacych
osobno. Tak rozumiana racjonalno$¢ nadaje w teorii gier sens istnienia porozumien-
-koalicji. Jest to ta sama racjonalno$¢, ktéra powoduje, ze cztonkowie kalkulujacego
spoleczenstwa (Gesellschaft) pozostajq rozdzieleni mimo powiqzan. Totez nie ma w
nim miejsca na dziatania wynikajqce 7 apriorycznej i koniecznej jednosci, wyrazajg-
ce wolg i ducha tej jednosci (...). Nikt nie uczyni nic dla drugiego, nikt nikomu nic
nie da, chyba ze w oczekiwaniu réwnorzednego rewanzu (por. Ténnies, 2008, s. 67).
Warunkiem osiggniecia porozumienia (stworzenia koalicji) jest, zdaniem Ténniesa,
powszechna zgoda tworzacych koalicje 0sdb, ze akt bedacy przedmiotem decyzji jest
dla nich korzystny. W przeciwnym razie ogét moze ten poszczegolny akt zanegowad,
moze glosié, ze a = b, lecz a > b lub a < b, a rzeczy sq wymieniane nie wedtug swojej
prawdziwej wartosci. Prawdziwa wartos¢ to wartosé zaakceptowana przez wszystkich
(Tonnies, 2008, s. 69-70). Mozna powiedzieé, ze zdaniem Tonniesa koalicja moze
zaistnie¢ tylko w razie, gdy wszyscy jej czlonkowie swdj udzial w niej uznaja za bar-
dziej optacalny niz wystepowanie osobno. W przeciwnym razie nie mieliby motywu
do Iaczenia sie w porozumienia-koalicje.

Thlum modelowany za pomocg bardzo duzej liczby drobnych decydentéw (oceanu
graczy, np. drobnych akcjonariuszy) z gier Aumanna i Shapleya, pomimo wspomnia-
nej odmienno$ci swej sytuacji od sytuacji pojedynczych, duzych decydentéw (atomo-
wych graczy, np. akcjonariuszy o duzej liczbie akcji), nie traci swej racjonalnosci, jak
ttum Le Bona. Dusza tlumu nie pozbawia tutaj graczy mozliwosci optymalizowania
ich wyboréw. Modele gier oceanicznych posiadajg sensowne interpretacje w duzych
zgromadzeniach decyzyjnych.

Dotychczasowe teksty dotyczace gier oceanicznych zawieraly jednak mocne zato-
zenie o anonimowoS$ci-symetryczno$ci graczy wystepujacych w modelach. Jest ono
szczegdblnie trudne do utrzymania w przypadku tzw. gier politycznych, w ktérych gra-
cze reprezentujg decydentéw ,zanurzonych” w ideologii, a przez to przejawiajgcych
r6zne sktonnosci do budowania wspélnych porozumien. Trudno oczekiwaé bowiem,
aby dany glosujgcy byt réwnie sktonny do zawierania koalicji z kazdym innym glosu-
jacym - z tym, ktérego standardéw oceny rzeczywistoSci nie podziela, jak i z innym
podobnie postrzegajacym rzeczywisto$é bedaca przedmiotem zbiorowej decyzji.

W dwéch poprzednich publikacjach dotyczacych podejmowania zbiorowych
decyzji przez polityczne zgromadzenia przedstawitem rézne sposoby ujecia tego

zagadnienia. Oba prezentowaly koncepcje modelowania ideologii na podstawie
rzeczywistych zachowan glosujacych: przestrzeni ideologicznej ex post (Jasinski,
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2012) i struktury czgstkowej jednolitosci graczy (Bozykowski i Jasifiski, 2014). Druga
z nich, opisana wspdélnie z Bozykowskim, prowadzi do konstrukeji tzw. hybrydo-
wych indeksow sity, pozwalajacych na okreslenie znaczenia uczestnikéw zbiorowe-
go podejmowania decyzji przy danej (np. wyestymowanej) strukturze ideologicznej
zgromadzenia.

Niniejszy artykul zawiera propozycje opisu gier oceanicznych ze strukturg czast-
kowej jednolitosci, a wigc modelu masowych decyzji (z bardzo duzg liczbg glosuja-
cych) w rzeczywistosci ideologicznej. Koncepcja ta moze by¢ traktowana jako jeden
z formalnych zapiséw wspomnianej teorii Ténniesa — tym razem jednak w odniesie-
niu zaréwno do pojecia spoleczenstwa-stowarzyszenia (Gesellschaft), jak i wsp6lnoty
(Gemeinschaft). Jak u zrédet stowarzyszenia widzi on poszukujacg zyskow kalkula-
cje, wole arbitralng, tak podstaw wspolnoty doszukuje sie w istnieniu naturalnej woli,
wspdlnego ducha taczacego jej cztonkéw. Owa wspoétzalezno$é przy tym nie jest inten-
cjonalnym wytworem cztonkéw wspélnoty. Nie jest tak, by jednostki mogly uswiadomic
sobie ,racjonalnosé” zycia we wspdélnocie, a nastepnie zawiqzac jg w celu osiggniecia
wigkszych korzysci. Wspélnoty nie da sig powolaé do zycia mocq postanowienia, kto-
re przynalezy do dziedziny ,woli arbitralnej” (Marody i Giza, 2004, s. 106). Tym, co
u Ténniesa, zdaniem Marody i Gizy-Poleszczuk, spaja wspélnote, jest wieZ spoteczna,
jest bycie-dzielone-z-innymi, sg wsp6lne upodobania, taki sam sposéb patrzenia na
rzeczywisto$¢. Obie kategorie, Gemeinschaft i Gesellschaft, wprawdzie przeciwstaw-
ne, wspolistniejg w jednej rzeczywistoéci. Sam Tonnies stwierdzil, ze nie zna zadnego
stanu kultury czy spoteczeristwa, w ktérym elementy Gemeinschaft i Gesellschaft nie
bylyby jednoczesnie obecne (cyt. za Szacki, 1983, s. 504) (por. Ténnies, 2008, s. 329).

Mozna zatem zbiorowo$¢ decydentéw, kalkulujacag spoteczno$é, przedstawié
jako strukture sktadajaca sie z podzbioréw, z ktérych kazdy charakteryzuje jakas
wspdlnota recepcji rzeczywisto$ci, wspélne standardy oceny glosowanych kwestii,
odmienne dla réznych wspélnot-podzbioréw zgromadzenia. Operacjonalizacjg
tego opisu moze by¢é wspomniana struktura czastkowej jednolito$ci graczy, opisa-
na szczegbtowo m.in. w tekscie (Bozykowski i Jasiniski, 2014) i zasygnalizowana
w nastepnym podrozdziale.

Indeksy sity stuzgce ocenie znaczenia uczestnikéw zgromadzen decyzyjnych zbu-
dowane na bazie opisanych powyzej skrétowo zatozen, zwane hybrydowymi indek-
sami sily, byty dotychczas przedstawiane jedynie w odniesieniu do gier z niewielkg
liczbg graczy. W tym tek$cie przedstawiam konstrukcje hybrydowych indekséw sity
dla gier z bardzo duzg liczbg graczy - gier oceanicznych ze strukturg czastkowej jed-
nolito$ci — Gemeinschaft i Gesellschaft.
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1.1. Oznaczenia, definicje i zalozenia

1.1.1. Wazona gra wigkszosci i struktura czastkowej jednolitosci graczy

Wazone gry wigkszosci. Pojeciem, do ktérego bede sie odwolywat w ponizszych
rozwazaniach, bedzie wazona gra wiekszosci.

Wazone gry wiekszo$ci (zwane niekiedy wazonymi grami glosowania) sa wazng
kategorig w teorii gier kooperacyjnych. Stuzg do opisu sytuacji zbiorowej decyzji
zgromadzenia, w ktérym kazdy z glosujacych (np. klub parlamentarny) ma przypisa-
ng pewng wagg, nieujemna liczbe rzeczywistg (np. frakcje gtoséw, ktérymi dysponuje
klub - wtedy wagi sumuja sie do liczby 1), za$ do podjecia decyzji przez zgromadze-
nie potrzeba i wystarcza poparcie glosowanego wniosku przez graczy o lacznej wa-
dze osiggajacej lub przekraczajacej pewien ustalony prég (oznaczam go dalej jako ).

Ten prog wyznacza wiec regute decyzyjng w danym zgromadzeniu?®.

Wazong gre wigkszosci ze zbiorem graczy N = {1,..,n}, z waga w, przyporzadko-
wang i-temu graczowi oraz progiem c¢ zapisywac bedg jako [c;w,...,w ]. Swoje rozwa-
zania ogranicze do tzw. gier wlasciwych, czyli takich, ze dopelnienie koalicji wygry-
wajacej nie jest koalicja wygrywajaca. Niespelnienie tego warunku w wazonej grze
wiekszo$ci bytoby mozliwe w sytuacji, gdyby prog byl nie wiekszy niz potowa sumy
wag wszystkich graczy*. Wowczas mozliwe byloby zaistnienie dwoch roztgcznych ko-
alicji wygrywajacych. Oznaczatoby to nieprzetamywalny impas, ktérego twércy regut
zbiorowego podejmowania decyzji z zasady unikajg, gdyz w przeciwnym razie parali-
zowaloby to prace danego zgromadzenia. Ponadto rozwazane beda tylko glosowania
dychotomiczne - z mozliwo$cig poparcia lub sprzeciwu wobec gtosowanego wnio-
sku. Kazde zachowanie, w tym nieobecno$¢ na sali podczas gtosowania lub wstrzy-
manie si¢ od glosu, da sie — przy znajomosci rozkladu gltoséw, ktére padty, sposobu
sformulowania wniosku i reguly decyzyjnej - zakwalifikowa¢ jako poparcie lub sprze-
ciw wobec wniosku. Na przyktad wstrzymanie sie od glosu w glosowaniu w sprawie
odrzucenia weta Prezydenta oznacza faktycznie poparcie stanowiska Prezydenta.

Struktura czqstkowej jednolitosci graczy. W cze$ci wprowadzajacej oraz w ar-
tykule (Bozykowski i Jasiniski, 2014, ss. 11-14) przedstawione zostaly szczegétowo
zalozenia koncepcji struktury czastkowej jednolitosci zaproponowanej w 1977 roku
przez Straffina (w pracy Straffin, 1977a). Ponizej przypomne jedynie najwazniejsze
z nich i wprowadze niezbedne oznaczenia.

Nie wszystkie procedury decyzyjne da si¢ opisaé przy pomocy wazonych gier wigkszosci. Na przyklad
w razie analizy zlozonych mechanizméw decyzyjnych niejednokrotnie nalezaloby odwotaé si¢ do ogdlniej-
szej kategorii — gier prostych, ktérych podzbiér stanowig wazone gry wigkszosci. Charakterystyke gier pro-
stych znajdzie Czytelnik w wigkszosci podrecznikéw teorii gier. Na uzytek tych rozwazan wystarczy ograni-
czy¢ si¢ do wazonych gier wigkszosci.

Mozna tez zadaé, by prég nie byl mniejszy, jesli jako warunek przej$cia wniosku przyjelibysmy wymég prze-
kroczenia, a nie osiggniecia progu przez sume wag uczestnikéw koalicji popierajacej wniosek.
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U podstaw propozycji Straffina lezy interesujgca probabilistyczna interpretacja
dwoéch najbardziej chyba znanych indekséw sity, indeksu Shapleya-Shubika oraz in-
deksu Banzhafa’.

Koncepcje te mozna przedstawi¢ w postaci dwuetapowego modelu podejmowa-
nia decyzji przez glosujacych, ktorzy najpierw oceniajg wniosek (ustala si¢ wtedy ich
sktonno$¢ do poparcia tego wniosku), a nastepnie podejmuja decyzje o poparciu badz
sprzeciwie wobec niego.

W pierwszym etapie, zgodnie z modelem, z ustalonego rozktadu losowane jest
prawdopodobienistwo tego, ze dany gracz poprze glosowany projekt. Prawdopodo-
biefistwo przypisane i-temu graczowi oznaczy¢ mozemy przez g, (0 < g, < 1), ktérego
warto$¢ losowana jest z pewnego rozkladu ciaglej zmiennej losowej przyjmujacej war-
tosci od 0 do 1. Wykres przedstawiajacy rozktad zmiennej losowej g, moze mie¢ dowol-
ny, teoretycznie lub empirycznie uzasadniony ksztalt. W razie sensownych przestanek,
ze glosujacy sg z zasady bardziej sktonni do sprzeciwu wobec glosowanych wnioskéw,
mozna by przyjac jeden z rozktad6w prawoskos$nych, zas w razie obserwowanej skton-
nosci do popierania wnioskéw - jeden z rozkladéw lewosko$nych. W rzeczywistosci
glosowan parlamentarnych wiele zalezy od sformutowania wniosku. Glosujac przeciw
poprawkom do uchwaly de facto glosuje sie za uchwalg bez zmian. Czy oznacza to
zatem negatywne glosowanie, czy pozytywne? Nie wnikajgc w psychologiczne aspek-
ty reakcji na tak czy inaczej sformulowane pytanie przez przewodniczacego zgroma-
dzenia, mozna przyjaé, ze niewskazane byloby przy omawianiu ogélnej konstrukeji
modelu ustalanie jakiejkolwiek tendencji glosujgcych. Podobnie jak w przywolywa-
nych tekstach (Straffin, 1977a, Bozykowski i Jasifiski, 2014), bede przyjmowat réwno-
mierne rozktady zmiennych losowych reprezentujacych prawdopodobiefistwa. Roz-
ktad réwnomierny w sposéb jednakowy traktuje wszystkie warto$ci zmiennej losowe;j.
W przypadku, gdy nie mamy zadnych podstaw do wyrézniania jakichkolwiek wartosci
prawdopodobienstwa poparcia kwestii, zalozenie to wydaje si¢ naturalne.

W drugim etapie gracze, w sposob niezalezny, glosujg — dany gracz z prawdopodo-
bienstwem ¢, glosuje za wnioskiem i z prawdopodobienstwem 1 - g; glosuje przeciw
wnioskowi.

Mozemy postawié¢ pytanie o indywidualny wplyw gracza na zgromadzenie: jakie
jest prawdopodobienstwo, ze dany gracz bedzie graczem krytycznym, tj. ze glosowa-
ny przez zgromadzenie wniosek przejdzie w glosowaniu, jesli 6w gracz go poprze, ale
przepadnie, jesli gracz zaglosuje przeciw niemu?

5> Charakterystyke indeksow sily oraz ich interpretacje jako liczbowych miar znaczenia uczestnikéw zgroma-

dzen decyzyjnych, ze wzgledéw redakcyjnych, pomijam. Czytelnika pragnacego uzupelnié swojg wiedze
w tej dziedzinie zachecam do lektury niemal dowolnego podrecznika z teorii gier (np. Straffin, 2001) lub
ktorej$ z licznych publikacji zar6wno w jezyku angielskim (np. Straffin, 1983), jak i w jezyku polskim (np.
Mercik, 1999, Sosnowska, 1999, Jasinski, 2000).
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Straffin (1977a, 1983) pokazal, ze odpowiedZ na to pytanie zalezy od jeszcze jed-
nego zalozenia. Mozemy bowiem albo zalozy¢, ze warto$c g, jest wspélna dla wszyst-
kich graczy (i réwna g), albo, ze warto$¢ g jest w pierwszym etapie ,losowana” dla
kazdego gracza osobno. Pierwsza mozliwo$¢ interpretowana jest jako przyjecie
istnienia wspdlnych standardéw wsrdéd glosujacych, za$ druga - jako przyjecie za-
lozenia o braku wspélnych standardéw (kazdy z graczy ma wlasny, niezalezny od
innych sposéb oceny glosowanych kwestii). Pierwsza opcj¢ nazwal zalozeniem jed-
nolito$ci, druga — zalozeniem niezaleznosci. Warto podkresli¢, ze przyjecie zaloze-
nia jednolitoéci nie oznacza, ze gracze glosuja jednomyslnie — maja jedynie réwne
prawdopodobiefistwo glosowania za wnioskiem.

Okazuje sie, ze jeSli przyjmiemy zalozenie jednolitoéci, woéwczas odpowiedzig na
pytanie o indywidualny wplyw gracza na zgromadzenie jest indeks Shapleya-Shubi-
ka, za$ w przypadku zalozenia niezaleznosci — warto$¢ Banzhafa, ktéra po unormo-
waniu daje indeks Banzhafa.

W przypadku postulowania struktury graczy, zwanej przez Straffina struktura
czagstkowej jednolito$ci, caty zbi6r graczy dzieli sie na roztgczne podzbiory. Dla kaz-
dego podzbioru (w pierwszym etapie wyimaginowanej procedury) w sposéb niezalez-
ny losuje sie prawdopodobienstwo poparcia danego wniosku. Wyrazem przynalezno-
$ci graczy do jednego podzbioru (wspdlnoty) jest takie samo prawdopodobiefstwo
poparcia wniosku®. Wspdlne prawdopodobiefistwo poparcia wniosku przez graczy
wspoéttworzacych jeden podzbiér w strukturze czastkowej jednolitoéci — wspdlne
standardy oceny glosowanych opcji wewnatrz pewnego podzbioru graczy — jest wy-
razem istnienia Ténniesowskiej woli naturalnej, charakteryzujacej cztonkéw danej
wspdlnoty-podzbioru jako takich. Mozna by powiedzieé, ze identyczne prawdopo-
dobienstwo przypisywane w modelu czlonkom wspoélnoty, to owo ,i” w wyrazeniu
Jja ity ion”, wspomniane jako cze$¢ motta niniejszego artykutu.

Formalnie rzecz ujmujac, strukturg czastkowej jednolitosci C na zbiorze N jest po-
dzial tego zbioru na m (m < n) podzbioréw (niepustych, roztgcznych, ktérych suma
jest réwna zbiorowi N). Kazdemu (j-temu) podzbiorowi przyporzadkowana jest licz-
ba g, Dalej przez g bede rozumiat prawdopodobiefistwo poparcia wniosku przez
graczy nalezacych do j-tego podzbioru zbioru N.

C=12,2,..,Z,} - struktura czastkowej jednolitosci graczy,

Z;=N

s

1

J
Z;nZ, =0 dlaj#k

¢ Pamietamy, ze przy ustalonych w pierwszym etapie wartosciach prawdopodobienstwa, gracze glosujg jed-

nak w sposéb niezalezny. Pamigtamy tez, ze gracze z jednego podzbioru oczywiscie niekoniecznie glosuja
identycznie.
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Przy danej strukturze czastkowej jednolitosci graczy C mozna wyznaczy¢ praw-
dopodobiefistwo (P, ), Ze dany (i-ty) gracz bedzie graczem krytycznym. Unormowa-
nie prawdopodobienstw prowadzi do tzw. hybrydowych indekséw sity. Hybrydowy
indeks sily i-tego gracza przy strukturze czastkowej jednolitosci C oznaczany bedzie
jako HI l.C. Dwie trywialne struktury czastkowej jednolitosci, {N} oraz {{1}, {2},...,
{n}}, odpowiadajg, odpowiednio, zalozeniu jednolitoéci i zalozeniu niezaleznosci.
Zatem dwa ,skrajne” indeksy hybrydowe, to, odpowiednio, indeks Shapleya-Shubika
oraz indeks Banzhafa. Warto$ci prawdopodobienstw krytycznos$ci graczy dla wszyst-
kich ,posrednich” struktur, miedzy pelna jednolito$cig a pelna niezaleznoscia, okre-
$laja, po unormowaniu, rodzine indekséw - rodzaj hybrydy obu wielkosci: indeksu
Shapleya-Shubika i Banzhafa. Tak skonstruowane indeksy sity sg indeksami niesyme-
trycznymi. Pozwalajg uwzglednié niejednolito$é relacji miedzy glosujacymi podczas
podejmowania zbiorowej decyzji. Stanowig osobng propozycje modelowania zacho-
wan decydentéw w warunkach istnienia czynnika réznicujacego ich stosunek do sie-
bie nawzajem i do glosowanych kwestii.

Szczegétowe wyjasnienie sposobu wyznaczania prawdopodobienistw krytyczno-
$ci graczy przy danej strukturze czastkowej jednolitosci oraz warto$ci indeks6w hy-
brydowych zainteresowany Czytelnik znajdzie m.in. w publikacji Straffina (Straffin,
1977a) oraz mojej i Bozykowskiego (Bozykowski i Jasiniski, 2014). Ponizszy przyktad
postuzyé ma jedynie dalszemu wyjasnieniu oznaczen oraz pokazaniu sposobu wyzna-
czania wielkosci, ktére beda sie pojawialy w dalszej czesci tekstu.

Przyklad 1. Gra z trzema graczami i struktura czastkowej jednolitosci

Rozwazmy gre [3; 2,1,1], z udzialem tréjki graczy tworzacych zgromadzenie
N = {a,b,c} o wagach, odpowiednio, 2, 1 oraz 1, w ktérej do podjecia decyzji potrze-
ba co najmniej trzech gtoséw. Sposréd pieciu’ struktur czastkowej jednolito$ci na
uzytek tego przyktadu wybratem strukture C = {{a}, {b,c}}}. Gracz a tworzy pierw-
szy podzbiér - przyporzadkowaé mu nalezy zatem prawdopodobiefistwo g, poparcia
wniosku. Gracze b i ¢ tworzg drugi podzbiér — przyporzadkowujemy im zatem takie
samo prawdopodobiefstwo g,. Sposéb wyznaczania wartosci prawdopodobienstw
krytycznosci (P, ) dla poszczegélnych graczy przedstawig ponizej.

Gracz a jest krytyczny w trzech sytuacjach: gdy wniosek popiera tylko jeden
z matych graczy (b lub ¢ - to dwie sytuacje) oraz gdy gracze b i ¢ popieraja wniosek.
Kazdy z pozostalych dwéch graczy jest krytyczny tylko wtedy, gdy wniosek popiera
gracz a, za$ drugi spo$rod nich nie popiera wniosku.

7
8

Liczba podzialéw zbioru dana jest przez liczbe Bella (zob. Bozykowski i Jasifiski, 2014).
Obliczenia dla innych struktur w tej grze zainteresowany Czytelnik znajdzie w Bozykowski i Jasinski, 2014,
ss. 16-18.
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Prawdopodobiefistwa krytycznosSci kazdego z graczy przy strukturze czagstkowej
jednolitoéci C dane sg zatem nastepujgcymi wyrazeniami - funkcjami zmiennych lo-
sowych g, i g, (pamigtamy, ze jesli g; oznacza prawdopodobienstwo poparcia wnio-
sku, to 1 - g; oznacza prawdopodobienistwo glosowania przeciwko wnioskowi):

7o, =q,(1-q,) +(1-q,)q, + q,7,
Tep = 44 ( —qZ),
Ty, = 4y (1=q,).

Prawdopodobienstwo tego, ze dany gracz bedzie graczem krytycznym, jest row-
ne warto$ci oczekiwanej zmiennej losowej 7, ktéra jest réwna calce tej funkcji po
wszystkich warto$ciach ¢, i g, od 0 do 1.° Dla przedstawionych powyzej wyrazen
mamy zatem:

1 2
Peu=[)(420-42)+ (=) +43)dg> =3,

1l 1
Fep=Fc.= Jo.[oql (1-¢,)dg,dg, = 7

Hybrydowe indeksy sily tréjki graczy otrzymujemy po unormowaniu tych wartosci:

i€ =3
¢ 14

HIf = HIC _3
14

1.1.2. Wazona oceaniczna gra wiekszosci

Shapley wraz z Shapiro w 1960 roku (tekstem Shapiro i Shapley, 1960) rozpoczeli
cykl publikacji po$wieconych grom z udzialem bardzo duzej liczby uczestnikéw, kto-
re doprowadzily do sformutowania koncepcji gier oceanicznych. Gre z bardzo duzg
liczba uczestnikéw przedstawili jako gre graniczna, do ktérej zmierzaé bedziemy, gdy
cze$¢ zgromadzenia bedziemy ,dzieli¢” na coraz wieksza liczbe graczy o coraz mniej-
szych wagach przy jednoczesnej obecnos$ci graczy o niezmiennych wagach. Przed-
stawiona koncepcja zostala rozwinig¢ta w postaci propozycji gier oceanicznych — gier
z udzialem dwdéch rodzajéw graczy. Pierwszy z nich, to ,ocean” graczy traktowanych
jako kontinuum. Ocean graczy to taka zbiorowos¢, ktérej kazdy podzbiér mozna do-
wolnie dzieli¢ na coraz mniejsze czesci, tak jak wode w akwenie lub, co jest lepszym
przyblizeniem, niezerowy odcinek na prostej rzeczywistej. Oznacza to, ze w takich
grach uczestniczy bardzo duzo bardzo malych graczy - takich, ktérzy pojedynczo nie

°  Powinni$my odr6zni¢ prawdopodobienstwo krytycznosci gracza, ktére jest prawdopodobiefistwem a priori

i ktére wlasnie wyliczamy, a prawdopodobienstwem poparcia wniosku, ktére jest wynikiem losowania
zmiennej losowej g; w pierwszym etapie procedury przedstawiajacej schemat podejmowania decyzji.
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posiadaja faktycznie zadnej znaczacej wagi (w jezyku matematyki powiemy, ze kazdy
z nich jest miary zero). Drugi rodzaj graczy to tzw. gracze atomowi, czyli tacy, ktérzy
posiadaja niezerowa wage i wystepuja w grze jako jednostki niepodzielne, jak atomy
Demokryta!®. Autorzy zbadali wlasnosci indeksu Shapleya-Shubika w takich grach.
Udowodnili niezwykle wazne twierdzenie graniczne, w ktérym wskazali granice, do
jakiej zmierza indeks Shapleya-Shubika, gdy zwigkszamy coraz bardziej liczbe coraz
,mniejszych” matych graczy, zachowujac bez zmian taczng wage zbioru matych gra-
czy (w sytuacji granicznej — oceanu) oraz wagi duzych graczy. Twierdzenie to pozwala
na wyznaczanie warto$ci tego indeksu dla gier z dowolna liczbg duzych graczy i ,oce-
anem malych graczy”. W kolejnych tekstach Shapley z Milnorem (Milnor i Shapley,
1961) oraz Shapley samodzielnie (Shapley, 1961) przedstawili zalozenia formalne
oraz wlasnosci gier oceanicznych. Przedstawili m.in. wnioski dotyczace mozliwosci
analizy gier oceanicznych z wigcej niz jednym oceanem - oceany mogg mie¢ rézne
,2udzialy” w catym zbiorze malych graczy. Publikacje te zrodzily szereg rozwinieé.
Wymienienia wymaga obszerne i bardzo precyzyjne dzielo dwéch przyszlych nobli-
stéw, Aumanna i Shapleya (Aumann i Shapley, 1974), poSwiecone charakterystyce
oraz prezentacji zastosowan tzw. gier bezatomowych - z udzialem graczy ,oceanicz-
nych”. Autorzy przedstawili zaréwno aksjomatyczne ujecie swojej koncepcji, jak
i ekonomiczne interpretacje. Zwraca jednak uwage nie tylko ekonomiczny, ale réw-
niez politologiczny oraz socjologiczny potencjal prezentowanej teorii. Wsréd publika-
cji, ktore zostaly zainspirowane koncepcja gier z udzialem kontinuum graczy, znalez¢
mozna zaréwno teksty $cisle teoretyczne (zob. m.in. Hart, 1973, Malawski, 2000), jak
i przedstawiajace mozliwe zastosowania teorii gier oceanicznych w naukach spotecz-
nych (zob. m.in. Straffin, 1983, Ekes, 2003, Wieczorek, 2005). Niektére z nich opisa-
tem w moich wcze$niejszych publikacjach (Jasinski, 2009, 2012), jednak to zaledwie
fragment propozycji, ktére powstaly pod wpltywem koncepcji Aumanna i Shapleya.

Prezentujac koncepcje gier oceanicznych, Shapley wraz ze wspétpracownikami
rozwazal tzw. wazone oceaniczne gry wiekszoSci. Ponizej przedstawiam oznaczenia
i uwagi niezbedne do dalszych rozwazan:

P=1{1,2,3, ..., p} - zbiér p oceandw,

I. - jednostkowy (jak wiadomo, mierzalny w sensie Lebesgue'a) odcinek:
I. = [0,1], reprezentujacy i-ty ocean,

ay, Gy @, = wagi oceanéw (liczby nieujemne)!?,

M = {1, 2, 3,... ,m} — zbiér duzych, niepodzielnych graczy (atomowych) o nie-

ujemnych wagach, odpowiednio, w, w,, ..., w, 12,

m

10 Stowo atom pochodzi z greckiego dropog — dtomos, oznaczajacego cos$, czego nie da sie przeciaé ani podzielié.
" Symbol ¢, bedzie oznaczal zarazem zbiér graczy nalezacych do i-tego oceanu.
12 Symbol w, bedzie oznaczal zarazem i-tego gracza atomowego.
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m )4

zwi+2(xj =1,
i=1 J

j=1
w(S) = 2 w, — waga podzbioru S duzych graczy,
ieS
u(R)=w(R M)+ zjep o, MRN1;) - wagg koalicji R w grze oceanicznej be-

dzie suma wag duzych graczy wchodzacych w sktad koalicji R oraz sumy
odpowiednich proporcji miar Lebesgue’a A mierzalnych podzbioréw oce-
anéw (I].) wchodzacych w sktad koalicji R,

¢ - prég okreslajacy regute decyzyjng w danej grze.

Wazong oceaniczng gre wigkszo$ci oznaczaé bede dalej jako:
[e; w, w,, o, w5 @, @y, e ap].

1.2. Zarysowanie problemu - gra bezatomowa z jednym, jednolitym oceanem

Przyjmijmy na poczatek, ze mamy do czynienia z n-osobowym skonczonym zbio-
rem graczy o takim samym prawdopodobienstwie poparcia wniosku réwnym g. Po-
wiemy zatem, ze nasz zbidr graczy jest jednolity ideologicznie.

Kazdy gracz glosuje niezaleznie, ale z tym samym prawdopodobiefistwem popar-
cia wniosku réwnym ¢g. Mamy wiec do czynienia z serig n préb Bernoulliego. Odsetek
graczy Q,, ktérzy popra wniosek, ma rozklad Bernoulliego o wartosci oczekiwane;

_q(-9)
)_ n

E(Q,) = g, ktéra nie zalezy od liczebnosci, i wariancji D*(Q, odwrotnie

proporcjonalnej do liczebnosci.
Dla nieskonczonej liczby graczy w oceanie (Q., = Q):
EQ)=q,

Oczywiscie ocean graczy o nieskonczonej liczebno$ci to konstrukt teoretyczny
modelujacy bardzo duze, ale skoficzone, zgromadzenie decyzyjne. W dalszej cze-
$ci bede traktowal oceany wlasnie jako zbiorowosci nieskonczone. Nalezy jednak
pamietaé, ze w rzeczywistosci nalezy méwié jedynie o bardzo duzych grupach,
za$ wariancja Q, przeze mnie traktowana jako zerowa, jest w istocie bardzo bliska
zeru, ale od zera wigksza. Podkre§lajac to zastrzezenie, mozna zatem powiedzieé, ze
w jednolitym oceanie szansa na to, ze frakcja co najmniej G poprze gtosowany wnio-
sek, wynosi P(Q = G) = 1-G.
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Prowadzi to do wniosku, Ze ocean graczy zachowuje sie w jakim$ sensie deter-
ministycznie (w rzeczywisto$ci nalezatoby powiedzie¢ ,w przewidywalny sposéb”)
- przy danym g doktadnie odsetek réwny ¢ poprze wniosek.

2. GRY OCEANICZNE Z JEDNYM GRACZEM

ATOMOWYM I JEDNYM, JEDNOLITYM OCEANEM

Gra oceaniczna z jednym duzym graczem i jednym oceanem to najprostsza wer-
sja tzw. mieszanych gier oceanicznych. Zapisywa¢ takie gry bedziemy jako [c; w; a].
W dalszej cze$ci rozwazan przez w bede oznaczal zar6wno gracza atomowego, jak i
jego wagge, za$ przez a, a,, @, zaréwno zbiory graczy oceanicznych, jak i ich taczne
wagi. Rozwazaé bedziemy dwa warianty:

1) ocean i gracz atomowy majg odmienne standardy,

2) ocean i gracz atomowy maja wspélne standardy.

W przypadku odmiennych standardéw duzego gracza i oceanu przyjmowaé be-
dziemy, ze kazdy maly gracz w oceanie ma identyczne prawdopodobienstwo popar-
cia wniosku réwne ¢,, a gracz atomowy - prawdopodobiefistwo poparcia wniosku
réwne g,. Przy danym ¢, spodziewamy si¢, ze g,-czg$¢ oceanu poprze wniosek,
a wigc wniosek ten poprze wéwczas a q,-czg$¢ calego zgromadzenia. Gracz atomowy
poprze wniosek (z prawdopodobienstwem 0 < g, < 1) lub nie poprze (z prawdopo-
dobiefistwem 1 - g,).

W razie zalozenia wspélnych standardéw duzego gracza i oceanu prawdopodo-
bienstwo poparcia wniosku przez kazdego matego gracza oraz przez gracza atomo-
wego jest takie samo i réwne g. Przy danym ¢ spodziewamy sie, ze g-ta cze$¢ oceanu
popiera wniosek, za$ gracz atomowy poprze wniosek (z prawdopodobienstwem q)
lub nie (z prawdopodobienstwem 1 - g).

W kazdym z tych wariantéw odréznimy:
* tzw. gry wewnetrzne, w ktérych ocean ma wage wickszg niz prog
(w < ¢ < @) od sytuacji, w ktérych
* zaréwno ocean, jak i duzy gracz maja wagi mniejsze niz prog (w < ¢

ia<c).

Powyzsze rozréznienie nie obejmuje, rzecz jasna, wszystkich relacji miedzy wa-
gami oceanu i gracza atomowego oraz progiem. Jak wspomnialem w podrozdziale
1.1.1, nie bede zajmowal sie w tym opracowaniu grami niewtasciwymi, czyli grami
z bardzo niskim progiem, dla ktérego mozliwe sg rozlagczne koalicje wygrywajace.
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Takie przypadki, jako posiadajace stabe interpretacje spoteczne, pomijam. Pomijam
réwniez rozwazanie przypadku gracza atomowego jako jedynego majacego wage
wigkszg niz prég, a wigc gracza-dyktatora. W takiej sytuacji jego sita jest rowna 1,
za$ pozostali gracze (ocean) maja site réwng zero.

2.1. Ocean i gracz atomowy maja odmienne standardy
Rozwazmy strukture czastkowej jednolitosci: C, = {{w}, a}.
Niech prawdopodobiefistwo poparcia wniosku przez dowolnego gracza oceanicz-

nego bedzie réwne ¢q,, za$ prawdopodobiefstwo poparcia wniosku przez gracza ato-
mowego — réwne ¢,.

2.1.1. Gry wewnetrzne
Przyklad 2. Gra z regulg bezwzglednej wiekszosci: [0,5; 0,4; 0,6]
Prawdopodobienstwo krytyczno$ci gracza atomowego wyznaczy¢ mozna jako's:

o 2
Fe,w= J: ldg, = 3’

Tabela 1
Warunki krytycznosci gracza atomowego dla ¢ = 0,5, w = 0,4 i @ = 0,6 w zaleznosci od q,

Oczekiwana czg$¢ popierajacego Oczekiwane faczne poparcie oceanu Czy gracz atomowy jest graczem

oceanu (q,) w zgromadzeniu (U = aq,) krytycznym?
9, <% u=0,1 nie

$<q,=% 01<u<05 tak
+<q, 05<u nie

lub za Straffinem (Straffin, 1977a) zauwazy¢, ze prawdopodobienistwo krytycznosci
gracza w jest réwne r6znicy warunkowych prawdopodobienstw: ,tak” zgromadzenia
pod warunkiem ,tak” gracza i ,tak” zgromadzenia pod warunkiem ,nie” gracza:

P(Kryt =w) = P(T | T)-P(T | N,).

W naszym przyktadzie:
1 1 5 1
Peo= = 100 = ¢ =5

Funkcja gestosci prawdopodobiefstwa zmiennej losowej ¢,, podobnie jak pozostatych zmiennych charak-
teryzujacych w prezentowanych modelach prawdopodobienstwo poparcia wniosku, jest, zgodnie z zalo-
zeniem, réwnomierna i w przedziale [0,1] przyjmuje stalg warto$¢ réowna 1. Dlatego pod znakiem catki
wystepuje wartos¢ 1.
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Ocean zas$ jest krytyczny zawsze — niezaleznie od zachowania gracza atomowego
ocean moze ,zebra¢” odpowiednig wiekszo$¢, by przeforsowaé lub zablokowaé wnio-
sek. Zatem to zachowanie graczy oceanicznych zdecyduje o przejsciu badz przepad-
nieciu wniosku. Jesli gracz atomowy zaglosuje ,tak”, wéwczas wylacznie od graczy
oceanicznych zalezy, czy wniosek przejdzie, czy nie. Jesli gracz atomowy zaglosuje
przeciw wnioskowi, wtedy réwniez o przej$ciu badz przepadnieciu wniosku znéw de-
cyduje ocean, majacy wiekszo$¢ w zgromadzeniu. Korzystajac z twierdzenia o praw-
dopodobienstwie catkowitym, mozemy napisac:

PC],a: P(Kryt=a.|T,)-P(T,)+P(Kryt=a|N,,)-P(N,)= 1~%+1~% =1.

Dla kazdej wartosci g, gracza atomowego i dowolnego jego zachowania mozliwe
jest takie ,zachowanie” oceanu (z rozktadem gloséw okreslonym! przez g,, niezalez-
nie od aktualnych zachowan graczy oceanicznych - realizacji zmiennej losowej g,),
ze przeforsowana zostanie dowolna decyzja zgromadzenia (przyjecie lub odrzucenie
wniosku) — o stworzeniu lub nie koalicji wygrywajacej zawsze decyduje ocean.

Po unormowaniu otrzymujemy warto$ci hybrydowych indeks6w sity:

HIS =

>

HIS =

nw u|

9,

0 rq1

Rysunek 1. Obszar krytycznoéci gracza atomowego dlac = 0,5, w =0,4ia = 0,6

14 Zob. podrozdziat 1.2.
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Rysunek 1 przedstawia uktad wspétrzednych, ktérego osie reprezentuja wartosci
q, 1 g,, za$ punkty plaszczyzny - wszystkie mozliwe konfiguracje tych prawdopodo-
biefistw. Zakreskowany prostokat przedstawia takie konfiguracje, dla ktérych mamy
do czynienia z krytyczno$cig gracza atomowego. Pole tej figury przedstawia geome-
tryczne prawdopodobienstwo krytycznosci gracza atomowego. W tym przyktadzie
stanowi ono < calego pola.

Tabela 2 przedstawia warunki krytycznosci gracza atomowego dla dowolnej gry
wewngtrznej z jednym duzym graczem i jednym oceanem, czyli dla takiej wazonej
gry oceanicznej [c; w; al, zZew < ¢ < a.

Prawdopodobiefistwo krytycznosci gracza atomowego wyznaczamy jako:

< c c—w W
Pcl,w= J.ﬂld‘h =" =
o o

o o

Tabela 2
Warunki krytycznosci gracza atomowego dlaw < ¢ < a

Oczekiwana cze$¢ popierajacego Oczekiwane faczne poparcie oceanu Czy gracz atomowy jest graczem

oceanu (q,) w zgromadzeniu (U = aq,) krytycznym?
cC—W .
=g usc-w nie
c—w <
o <0, =7 c-w<usc¢ tak
C .
o <0 c<u nie

lub, analogicznie jak w przykladzie:

1 1 c—w c c c—w W
Pcl’w:_[ﬂldql—leql=(1—T)—(1—;)=a— —=—.

Na tej samej zasadzie co w przykladzie ocean jest zawsze krytyczny, zatem
Pey=1.

Jak widaé, dla gier wewnetrznych, przy zadanej strukturze czastkowej jednoli-
tosci, podobnie jak w przypadku pelnej jednolitosci (mamy wéwczas do czynienia
z warto$cig Shapleya), wartoéci prawdopodobiefistw krytycznosci graczy nie zalezg
od wielkosci progu®.

15 Charakterystyke wewnetrznych gier oceanicznych z pelna jednolitoécia, ktére zostaly szczegétowo zbadane

i opisane przez Milnora i Shapleya (Milnor i Shapley, 1961), zainteresowany Czytelnik moze znalez¢ réwniez
w moim tekécie (Jasinski, 2009).
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Po unormowaniu otrzymujemy warto$ci hybrydowych indeks6w sity:

HIS = ——"=""y,
w+ o
oA wtro=l1
HIS =——"="0,
w+ o

czyli wartosci indeksow sily dla gier wewnetrznych ze struktura czastkowej jedno-
litodci przypisujacg graczowi atomowemu i oceanowi rézne prawdopodobiefistwa
popacia wniosku okazaly sie réwne frakcjom wag, odpowiednio, gracza atomowe-
go i oceanu.

2.1.2. Gry pozostale - z wysokim progiem (w < cia < c)
Przyklad 3. Graz regutg kwalifikowanej wiekszosci: [0,7; 0,4; 0,6]

Tabela 3
Warunki krytycznosci gracza atomowego dlac = 0,7, w = 0,4ia = 0,6

Oczekiwana cze$¢ popierajacego Oczekiwane faczne poparcie oceanu Czy gracz atomowy jest graczem

oceanu (q,) w zgromadzeniu (U = aq,) krytycznym?
q, < % u=03 nie
LT<g =1 03<u=06 tak

Prawdopodobiefistwo krytyczno$ci gracza atomowego wyznaczy¢ mozna jako:
1 1
Pe= leql =
Jesli duzy gracz zaglosuje ,nie”, wtedy wniosek nie przejdzie w zgromadzeniu
- dlatego oba wykorzystywane sposoby wyznaczania prawdopodobiefistwa jego kry-
tycznos$ci tu ujednolicajg sie:
1 1
Pe,,=P(T|T,)~P(T|N,)=P(T|T,)-0= leql =
2
Ocean jest krytyczny tylko jesli gracz atomowy zaglosuje ,tak”. Zatem:
1 1 1
PC],O( =PKmyt=alT,) - P(T,)+P(Kryt=|N,)-P(N,)= 1-54—0-5 = 5
Jest to warto$¢ stala, niezalezna od wagi gracza atomowego i oceanu (przy ogra-
niczeniuw < cia < c).

Warto$ci hybrydowych indekséw sity sg w naszym przyktadzie réwne prawdopo-
dobienstwom:
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>

HIS =

HIS =

|~ o=

Rysunek 2 przedstawia uktad wspétrzednych, ktérego osie reprezentujg warto-
Sci q, i q,, za$ punkty plaszczyzny — wszystkie mozliwe konfiguracje prawdopodo-
bienstw. Obszar zakreskowany przedstawia takie konfiguracje, dla ktérych mamy
do czynienia z krytyczno$cig gracza atomowego. Pole przedstawia geometryczne
prawdopodobiefistwo krytyczno$ci gracza atomowego. W tym przyktadzie obszar
ten stanowi polowe catego pola.

G,

0 1/2 10,

Rysunek 2. Obszary krytycznosci gracza atomowego dlac = 0,7, w = 0,4ia = 0,6

Warunki krytyczno$ci graczy dla dowolnej wazonej gry oceanicznej z jednym du-
zym graczem i jednym oceanem spelniajgcej warunek w < ¢ i @ < ¢ przedstawia
tabela 4.

Tabela 4
Warunki krytycznosci gracza atomowego dlaw < cia < c

Oczekiwana cze$¢ popierajacego Oczekiwane fgczne poparcie oceanu Czy gracz atomowy jest graczem

oceanu (q,) w zgromadzeniu (U = ag,) krytycznym?
0 < usc-w nie
S<q =<1 c-w<us=a tak

88 DOI: 10.7206/DEC.1733-0092.47 DECYZJE NR 23/2015



Mikotaj Jasiniski

Prawdopodobiefistwo krytyczno$ci gracza atomowego wyznaczamy jako:

c—w _a—-ctwwrarll—c

1
P, = Jﬂldql =1-
o (04 o o

lub

1 l1-c¢
P, ,=P(T|T,)-P(T|N,)=P(T|T,)-0=]_ 1dg = —

>

za$ prawdopodobiefistwo krytycznosci oceanu jako:

Pcl’az P(Kryt=0o|T,)-P(T,))+P(Kryt=0.|N,,)-P(N,,) = 1-%+0-%= %

W grach z wiekszoscig kwalifikowang przekraczajgca zaréwno wage gracza ato-
mowego, jak i oceanu, niezaleznie od wag, prawdopodobienistwo krytycznosci oce-
anu jest réwne %, a gracza atomowego — odwrotnie proporcjonalne do wagi oceanu
i, wraz z przyblizaniem si¢ ¢ do «, zbiezne do wartosci ¢ (prawdopodobienstwa kry-
tyczno$ci gracza atomowego dla gier wewnetrznych):

i l-c 1-01-a=ww
lmCA)O(._:_ = -
o o o

Po unormowaniu otrzymujemy warto$ci hybrydowych indeksow sity:

1_
HIG =——"
1—C+7

c o
HI§ =—2 .
S B2

)

091

081 == -

0,7 1 - -

0,61 e T - - Hidlac =06

82 _ o =TT - - Hidac=07

03- o - - Hidac=08

0,2 1 — - Hidlac=10,9

0,11 —— Hidlac =0,99
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Rysunek 3. Hybrydowe indeksy sily oceanu w zaleznosci od wagi oceanu @ dla nastepujacych
progéw: ¢ =0,6,¢=0,7,¢c=0,8,¢c=09,¢ =099

Rysunek 3 przedstawia warto$ci hybrydowego indeksu sity oceanu w zaleznosci
od jego wagi a w grze oceanicznej z wysokim progiem (przewyzszajacym zar6wno
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wage oceanu, jak i gracza atomowego) dla réznych progéw — wartosci ¢. Wartosci
hybrydowego indeksu sily gracza atomowego dopetniajg wskazania dla oceanu do 1.
Warto$ci wag oceanu ¢ na wykresie naleza za kazdym razem do przedziatu [1 ¢, c]'°.
Jak widaé, w grach z wysokim progiem, pomimo stalej wartosci prawdopodobien-
stwa krytyczno$ci oceanu (réwnej +), warto$¢ hybrydowego indeksu sily oceanu
wzrasta ze wzgledu na malejaca warto$¢ prawdopodobiefistwa krytycznosci gracza
atomowego (odwrotnie proporcjonalng do wagi oceanu).

2.2. Ocean i gracz atomowy maja wspélne standardy

Jesli przyjmiemy ,wspélne standardy” dla wszystkich graczy (w szczegblno$ci
gracza atomowego i oceanu), czyli jedng zmienng losowg ¢ okreslajaca sktonnosé
graczy do poparcia wniosku, wéwczas prawdopodobienistwo krytycznosci graczy
bedzie réwne dla wazonych gier wiekszosci indeksowi Shaplya-Shubika (zob. m.in.
Straffin, 1977a, Bozykowski i Jasifiski, 2014). Rozwazamy wi¢c jedng z trywialnych
struktur czastkowej jednolitosci, {N} = {{w} U a}, ktéra oznaczymy przez C,.
Ten przypadek jest dobrze znany i opisany przez Shapleya wraz z Shapiro (Shapiro
i Shapley, 1960) i Milnorem (Milnor i Shapley, 1961). Przy wykorzystaniu przyje-
tej formalizacji przedstawie znane juz wyniki okreslajace prawdopodobienstwo kry-
tycznoSci gracza atomowego dla wazonych oceanicznych gier wiekszo$ci. Rozwazaé
bede wazong oceaniczng gre wiekszosci z jednym graczem atomowym i jednym oce-
anem oraz progiem c: [c; w; a].

2.2.1. Gry wewngtrzne (w < ¢ < @)

W grach wewnetrznych i przy jednolitym g gracz atomowy jest krytyczny w tych
samych sytuacjach, co dla struktury czgstkowej jednolito$ci wykorzystywanej w pod-
rozdziale 2.1.1.

Tabela 5
Warunki krytycznosci gracza atomowego dlaw < ¢ < a
Oczekiwana czg$¢ popierajacego oceanu i sktonno$¢é Oczekiwane taczne poparcie Czy gracz atomowy
gracza atomowego do poparcia (q) oceanu w zgromadzeniu (v = «q) jest graczem krytycznym?
g=<5" usc-w nie
Sr<gs4 c-w<us<c tak
C .
% <4a c<u nie

16" Dla matych warto$ci wag oceanu (¢ < 1 - ¢) waga gracza atomowego bytaby wieksza od progu, a to oznacza-
loby jego dyktatur¢ w zgromadzeniu, za$ dla duzych wartosci wag oceanu (¢ > ¢) mielibySmy do czynienia
z grami wewnetrznymi.
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Prawdopodobiefistwo krytyczno$ci gracza atomowego wyznaczamy jako:

< c Cc—w W
PC W:J.:iwldq:__ ="
¥ o o o o

lub

c—w c C c—w w
y-(1-2y=2- P2
o (04 o o o

Pr =] 1dg—[ 1dg=(1-

Straffin (Straffin, 1977a) pokazal, ze dla wspdlnego prawdopodobiefistwa popar-
cia wniosku przez wszystkich graczy prawdopodobienistwo krytycznosci graczy jest
réwne warto$ci Shapleya dla odpowiednich gier prostych (indeksowi Shapleya-Shu-
bika). Shapley wraz z Shapiro (Shapiro i Shapley, 1960), udowadniajac twierdzenie
graniczne, wyznaczyli wartosci Shapleya dla graczy atomowych (p, ) dla oceanicz-
nych wazonych gier wigkszosci. Dla gier wewnetrznych jest to wynik zgodny z uzy-
skanym powyzej:

Fe,w= @
Suma warto$ci Shapleya wszystkich graczy w dowolnej grze prostej jest rowna
1 (ze wzgledu na aksjomat efektywnosci, réwna v(N), (zob. Shapley, 1953)). Dlatego
warto$¢ Shapleya dla oceanu jest dopelnieniem do 1 sumy wartosci Shapleya graczy
atomowych. Dla gry [¢; w; a] prawdopodobienstwo krytycznosci oceanu jest réwne
warto$ci indeksu sily oceanu (®) dla oceanicznych wazonych gier wiekszosci:

FPe,a=@®=1-0, =1-P(Kryt =w) = -
' o
Przedstawione wyrazenia sa unormowane. Dlatego HIS? = ¢, oraz HIS? = ®.

Poréwnujac ten wynik z wynikami uzyskanymi przy zalozeniu réznych ,stan-
dardéw” gracza atomowego i oceanu (réznych zmiennych g,), mozna powiedzie¢,
ze ocean, ze wzgledu na wspdlne ¢ z graczem atomowym, jest w tym przypadku
,rzadziej” krytyczny. W modelu teoretycznym, przyjmujac nieskonczong liczbe ma-
tych graczy oceanicznych, przy danym zachowaniu gracza atomowego, dla ustalo-
nej wartosci ¢ (wspolnego dla wszystkich), ,zachowanie” oceanu jako catosci jest
zdeterminowane (w rzeczywisto$ci, dla bardzo duzych zbiorowosci decyzyjnych -

przewidywalne). Przyktadowo, dla wzglgdnie matych wartosci ¢ (< <2*) zachowanie
oceanu decyduje o negatywnym wyniku glosowania. Podobnie - dla wzglednie du-
zych g (> %) - o pozytywnym wyniku glosowania. Jednak dla <-* < ¢ < < tylko gracz
atomowy jest graczem krytycznym - ze wzgledu na wspdlne g jego zachowanie de-

cyduje o (pozytywnym lub negatywnym) wyniku glosowania.
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2.2.2. Gry pozostale — z wysokim progiem (w < cia < ¢)

W grach z wysokim progiem i przy jednolitym g gracz atomowy jest krytyczny
w tych samych sytuacjach co dla struktury czastkowej jednolitosci wykorzystywanej
w podrozdziale 2.1.2. Tabela 6 przedstawia warunki krytyczno$ci graczy dla dowol-
nej wazonej gry oceanicznej z jednym graczem atomowym i jednym oceanem, spel-
niajacej warunekw < cia <c.

Tabela 6
Warunki krytycznosci gracza atomowego dlaw < cia < ¢
Oczekiwana cze$¢ popierajacego oceanu i skfonno$¢ Oczekiwane taczne poparcie Czy gracz atomowy
gracza atomowego do poparcia (q) oceanu w zgromadzeniu (v = aq) jest graczem krytycznym?
g5 usc-w nie
r<g=1 c-w<us<a tak

Prawdopodobiefistwo krytycznosci gracza atomowego wyznaczamy jako:

1 c—w O—c+Ww wta=l 1—c
PCW=J‘ 1dg=1- = = —
2 c=w
o o o o

lub
1 l-c
P, =P(T|T,)~P(T|N,)=[_ 1dg-0=—=
¥ o o

Wyrazenie to jest zgodne z wynikiem otrzymanym na podstawie twierdzenia gra-
nicznego Shapleya i Shapiro (Shapiro i Shapley, 1960) dla wazonej gry oceanicznej
z wysokim progiem z jednym graczem atomowym i jednym oceanem (w < cia < ¢):
Pcz,w =Q,.

Rozwazania dla oceanu, analogiczne do opisu z podrozdziatu 2.2.1, prowadzg do
wniosku, ze prawdopodobienistwo krytycznosci oceanu dopelnia prawdopodobienstwo
krytyczno$ci gracza atomowego do wartosci 1. Zatem dla gier z wysokim progiem:

Poo=®=1-9, _1-1ze
o
Przedstawione wyrazenia sg unormowane. Dlatego:

H[\Sz = (pw = PC2’W oraz ngz =0= PCZ’(X.

Whnioski na temat zbiezno$ci uzyskanych wynikéw do wartosci dla gier wewnetrz-
nych wraz z przyblizaniem sie ¢ do « sg takie same, jak w przypadku odmiennych
standardéw oceanu i gracza atomowego:

. I-c 1-0 1~o=w w
lim,_,, o =—(x = o
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3. GRY BEZATOMOWE Z WIELOMA OCEANAMI O ROZNYCH STANDARDACH

Sytuacja, gdy w grze nie wystepujg gracze atomowi, oznacza, ze mamy do czynie-
nia z jednym lub wieloma oceanami. Jest to sytuacja zasadniczo odmienna od rozwa-
zanych powyzej. Tym razem wszyscy gracze majg ,taka samg nature” — stanowig po-
dzielne kontinuum. Zmieni to, jak si¢ przekonamy, sposéb opisu modeli oraz wyniki.

Przypadek, gdy wszystkie oceany majg ,wspdlny standard oceny rzeczywisto-
$ci” — wszyscy mali gracze maja identyczne prawdopodobienstwo poparcia wnio-
sku — pomine jako opisany przez Shapleya i Milnora w (Milnor i Shapley, 1961)
przy okazji rozwazan o warto$ci Shapleya dla wielu oceanéw. W ponizszych roz-
wazaniach ogranicze¢ si¢ do gier z oceanami, z ktérych kazdy ma ,inny standard
oceny rzeczywisto$ci” — kazdy maly gracz nalezacy do j-ego oceanu ma takie samo
prawdopodobiefistwo poparcia wniosku réwne g, inne niz dowolny gracz z innego
oceanu. Szczegblowo przedstawie rozwigzania dla gier z dwoma oceanami. Dla
gier z wigksza liczbg oceanéw oméwie wyniki i przewidywania jedynie ogdlnie.
Rozwazac¢ zatem bede gry postaci [c; «,, a,] o strukturze czastkowej jednolitosci
C, = {a,, a,}. Podobnie jak dla gier oceanicznych z graczami atomowymi przedsta-
wig rozwigzania dla dwéch typow sytuacji:

* gier wewnetrznych, w ktérych jeden ocean ma wage wigksza niz prog, zas
drugi mniejsza (a, < ¢ <a,),

* gier z wysokim progiem, w ktérych oba oceany maja wagi mniejsze niz
prég (a, <cia, <c).

3.1. Gry wewngtrzne (a, < ¢ < a,)

Przyklad 4. Gra bezatomowa z wiekszo$cig bezwzgledng [0,5; 0,6, 0,4], czyli
c=05a =06 a,=04

Rysunek 4 przedstawia uktad wspétrzednych, ktérego osie reprezentujg warto-
Sci g, i g,, za$ punkty plaszczyzny — wszystkie mozliwe konfiguracje prawdopodo-
bienstw poparcia wniosku. Jak napisatem, frakcje ocean6w popierajace wniosek sa
réwne tym prawdopodobienstwom. W zaznaczonym prostokatnym obszarze wyréz-
nione zostaly dwa tréjkatne obszary — pod przekatng i nad przekatng. Obszar pod
przekatng prostokata przedstawia konfiguracje ¢, i g,, dla ktérych ocean a, jest kry-
tyczny pozytywnie. Pozytywna krytyczno$¢ oceanu a, w tym obszarze oznacza, ze
punkty te wyznaczaja konfiguracje, w ktérych cze$ci oceanéw popierajagce wniosek
tworzag wprawdzie koalicje przegrywajace, jednak dla tych konfiguracji odpowied-
nie zwigkszenie frakcji oceanu a, popierajacej wniosek mogloby przeksztalci¢ koali-
cje przegrywajaca w wygrywajaca. Obszar nad przekatng przedstawia konfiguracje
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q, iq,, dla ktérych ocean a, jest krytyczny negatywnie. Tym razem mamy do czynie-
nia z konfiguracjami, dla ktérych frakcje oceanéw popierajace wniosek tworza koali-
cje wygrywajace. Dla tych konfiguracji wycofanie poparcia odpowiedniej frakeji oce-
anu a, mogloby sprawi¢, ze koalicje te statyby si¢ koalicjami przegrywajacymi. Caly
obszar ukladu wspétrzednych (dla wszystkich wartosci g, i g, od 0 do 1) przedstawia
konfiguracje ¢, i g,, dla ktérych ocean a/ jest krytyczny — negatywnie (nad przekatna)
lub pozytywnie (pod przekatna).

Pole prostokata ograniczonego prostymi g, = % q, = %oraz g, =01igq, = 1 przed-
stawia geometryczne prawdopodobiefistwo krytycznosci oceanu ,, réwne %. Pole
kwadratu o boku 1 (dla g, i g, przyjmujacych wartosci od 0 do 1) przedstawia geome-
tryczne prawdopodobienstwo krytycznosci oceanu a,.

Ocean a, jest krytyczny dla + < g, < 2. Dla tych wartoéci ¢, mozliwe jest takie
,zachowanie” oceanu a, (z rozkladem gloséw okreslonym!” przez g,, niezaleznie od
aktualnych zachowan graczy oceanicznych z a,), ze przeforsowana zostanie dowol-
na decyzja zgromadzenia (przyjecie lub odrzucenie wniosku). W przypadku oceanu
@, sytuacja ta jest mozliwa przy dowolnych wartosciach g,. Dlatego ocean «; jest
zawsze krytyczny. Mamy zatem nastepujace warto$ci prawdopodobienstw krytycz-
nosci oceanu a, i a;:

1
PC3,OL1 = J‘O 1dQZ = 19
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Rysunek 4. Obszary krytycznosci oceanéw dlac = 0,5,a, = 0,6 ia, = 0,4

17 Zob. podrozdziat 1.2.
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_ (o2
Py o= j% ldg, =

Zatem, po unormowaniu, hybrydowe indeksy sily oceanéw przyjmujg wartosci:

HI =

5

wN »n|w

HI =

W ogélnym przypadku, dlaa, < ¢ < a:

1
Peyo, =] 140, =1,

o (0%}

P =|" 1dg, = —=
Cs,0 o= q1 .
3,02 %12 0‘1

Hybrydowe indeksy sily oceanéw bedg zawsze réwne ich wagom:
HIG =,

G _
HI% =0,.

3.2. Gry z wysokim progiem (@, < cia, < c)

Przyklad 5. Gra bezatomowa z wiekszoscig kwalifikowang [0,7; 0,6, 0,4], czyli
c=0"7a =06,a,=04.

Rysunek 5 przedstawia uktad wspoétrzednych, ktérego osie reprezentujg war-
todci g, i g,, za$ punkty plaszczyzny — wszystkie mozliwe konfiguracje prawdopo-
dobienstw réwnych frakcjom oceanéw popierajagcym wniosek. W prawym gérnym
rogu rysunku, w zaznaczonym tréjkatnym obszarze, mamy konfiguracje ¢, i ¢,, dla
ktérych oba oceany sg krytyczne negatywnie. Dwa obszary w ksztalcie trapezéw
przedstawiajg te konfiguracje g, i ¢,, dla ktérych poszczegélne oceany sa krytyczne
pozytywnie: mniejszy (zakreskowany) trapez reprezentuje te sytuacje, dla ktérych
krytyczny pozytywnie jest ocean a,, za$ wigkszy (kropkowany) - te, dla ktérych kry-
tyczny pozytywnie jest ocean «,. Jak wida¢, tréjkatna cz¢s¢ wspdlna obu trapezéw
wyznacza obszar réwnoczesnej pozytywnej krytycznosci obu oceanéw. O przewadze
a, decyduje wicksza mozliwos¢ przeksztalcania koalicji przegrywajacych w wygry-
wajace, czego wyrazem jest wieksze pole odpowiadajace krytycznosci pozytywnej.
Odpowiednie pola poszczegélnych figur przedstawiajg prawdopodobiefistwa kry-
tyczno$ci oceanu @, réwne 7 i oceanu a,, réwne 3.

Ocean «, jest krytyczny dla ¢, > 4, za$ ocean «, jest krytyczny dla g, > + Dla
tych wartosci, odpowiednio, g, i g, mozliwe jest takie ,zachowanie” danego oceanu
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(odpowiednio, «, i @,), ze przeforsowana zostanie dowolna decyzja zgromadzenia
(przyjecie lub odrzucenie wniosku). Mamy zatem:

1 3
PC3,0¢1 = J% ldg, = Z’

1 1
PC3,a2 = '[% ldql = E

za$ hybrydowe indeksy sity oceanéw:
Hloct‘f _

H[C3 _

m|t\> mlw

0,

N \\\\
\\\%

NN
\

Rysunek 5. Obszary krytycznosci oceanéw dlac = 0,7, ¢, = 0,6 ia, = 0,4

W ogélnym przypadku, dlaa, <cia, <c:

1 c—o, 1-c¢
Feyo :Jﬂ ldg, =1- -=
a

0l 0l

c—0o, l-c

1
chaaz = ,[ﬂ ldql = 1 - al (xl .
o

Hybrydowe indeksy sity oceanéw bedg zawsze réwne ich wagom:
HIZ =a,,

HIG =a,.
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Wyniki te, jak widaé, pozostaja w zgodnosci z wnioskiem Milnora i Shapleya (Mil-
nor i Shapley, 1961) o warto$ci Shapleya dla wielu oceanéw, w ktérym wskazywali na
proporcjonalno$¢ sity oceanu do jego udzialu w calym zbiorze matych graczy (byla
to w istocie proporcja miary danej frakcji oceanu do miary calego zbioru malych
graczy). W tym przypadku jednak mamy do czynienia z oceanami dodatkowo réznia-
cymi sie miedzy sobg prawdopodobienstwem poparcia wniosku, interpretowanymi
za Straffinem jako odmienne standardy oceny rzeczywisto$ci.

Jak pokazatem, w przypadku gier oceanicznych z udziatem graczy atomowych
wyniki zalezg od przyjetej struktury czastkowej jednolitosci. Okazuje sie, ze w przy-
padku gier bezatomowych nie zaleza. Ta wlasno$¢ prezentowanych modeli wydaje
sie mie¢ do$¢ sensowne interpretacje spoteczne. Powrdce do tej kwestii w nastep-
nych sekcjach artykutu.

Wyniki opisane w niniejszym artykule sktonily mnie do prac nad bardziej zto-
zonymi modelami - z liczbg oceanéw wigkszg niz dwa. Pokazalem, ze dla trzech
oceandw, niezaleznie od przyjetego progu, ich sita jest réwniez proporcjonalna do
wag. Opis ogdlnego modelu - z wieloma oceanami i wieloma graczami atomowymi,
przy réznych strukturach czastkowej jednolitosci - to temat planowanych, osobnych
analiz, ktérych owocem bedzie osobna publikacja. Zawieraé bedzie zaréwno wnio-
ski o charakterze czysto teoretycznym, normatywnym, ale réwniez propozycje spo-
sobu opisu i interpretacji zjawisk spotecznych modelowanych przy uzyciu narzedzi
bazujacych na tej koncepcji.

4. ZASTOSOWANIA I INTERPRETACJE SPOLECZNE

Przedstawione powyzej rozwazania sktaniajg do szeregu spotecznych interpretacji,
préby opisu masowych zjawisk decyzyjnych, z ktérymi spotykamy sie w rzeczywistoSci
spolecznej. W moich poprzednich artykutach (Jasinski, 2009, 2013) z powodzeniem
przedstawilem zastosowania modeli bazujacych na koncepcji gier oceanicznych do
wyjasnienia zjawisk zachodzacych w kilkutysiecznym zgromadzeniu elektoréw pod-
czas prawyboréw prezydenckich w Stanach Zjednoczonych oraz nawet w naszym,
zaledwie 460-osobowym Sejmie. Wspomnialem wéwczas o waznym ograniczeniu
stawianym przed modelami gier oceanicznych traktowanych jako narzedzia stuzace
opisowi rzeczywistych zjawisk. Oczekujemy bowiem, ze decydenci nie tylko musza
stanowi¢ duze zgromadzenie, ale spodziewamy sig, ze w swoich decyzjach kieruja si¢
konsekwentnie ustalonymi kryteriami i muszg posiadaé¢ wiedze o mozliwych konse-
kwencjach podejmowanych decyzji. Ten warunek dos¢ prosto spetniajg na ogét ,zawo-
dowo kalkulujacy” gracze — dziatacze polityczni, akcjonariusze. Trudno jednak ocze-
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kiwaé, ze stabo zmobilizowany wyborca, ktéry nie $ledzi na biezaco zmieniajgcych sie
uktadéw sit, bedzie podejmowat decyzje wyborcze, kierujac sie sp6jnymi, zwrotnymi
i przechodnimi preferencjami, a nie odruchem chwili czy ulotnymi wrazeniami.

Z drugiej jednak strony naturalnym przedmiotem analizy przy wykorzystaniu mo-
deli gier oceanicznych, ze wzgledu na liczbe decydentéw, ktérzy z pewnoscia ,nie
mogg ogarngé wzrokiem” ogétu, sg referenda. Wydaje sie, ze nalezy zachowaé watpli-
wosci, ktére wyrazitem (w artykule Jasinski, 2009) w stosunku do wyboréw referen-
dalnych dotyczacych kwestii ztozonych, sformulowanych w skomplikowany sposéb.
Wyborcy, mogacy gubié sie przeciez w zawilosciach sformutowan prawnych i ekono-
micznych, w wigkszosci zignorowali referendum przeprowadzone w naszym kraju
w 1996 roku na temat powszechnego uwlaszczenia i ,niektérych kierunkéw wykorzy-
stania majgtku panstwowego”. Pomimo intensywnej kampanii informacyjnej, trudno
oczekiwaé od ogétu zrozumienia szczegétéw merytorycznych i posiadania konsek-
wentnych preferencji w odniesieniu do czterech pytan zadanych w tym referendum.

Z reguly referenda dotycza jednak spraw znacznie prostszych do rozstrzygniecia
i poruszajacych opinie publiczng (np. referendum z 2003 roku w sprawie akcesji
Polski do Unii Europejskiej), a przez to mobilizujacych wyborcéw do osobistego za-
interesowania glosowang materia i ,kalkulowania” - nawet pomimo tego, ze kom-
plet konsekwencji decyzji poddawanej referendum wymaga zawsze wiedzy fachowej.
W kwestiach wzglednie prostych, mozliwych do sformutowania w jednym, krétkim
zdaniu, a zarazem poruszajacych opini¢ publiczng, tatwo identyfikowalnych w $wia-
domosci, przed referendum toczy sie intensywny dyskurs publiczny — w mediach,
w codziennych rozmowach - ktéremu towarzyszg systematyczne badania rozmaitych
osrodkow badania opinii publicznej. Umozliwia to §ledzenie rozwoju sytuacji niemal
na biezgco. Mozna wiec powiedzieé, ze w razie jasnego sformulowania w referen-
dum prostej alternatywy do wyboru, na dodatek w kwestiach istotnie poruszajgcych
wyborcéw, mozna oczekiwaé uzytecznos$ci przedstawionych modeli do opisu i wyja-
$niania zjawisk referendalnych.

4.1. Referenda - gry bezatomowe czy gry oceaniczne z graczami atomowymi?

Przypadkiem szczeg6lnie interesujgcym w kontekScie zaprezentowanych powyzej
modeli sg referenda, w ktérych mozemy oczekiwa¢ w zbiorowosci wyborcéw nie-
jednolitej struktury postrzegania rzeczywistosci bedacej przedmiotem glosowania.
Rézne standardy oceny wybieranych opcji moga wynikaé z réznych do$wiadczen
historycznych, réznic kulturowych, np. jezykowych, etnicznych itp. dzielacych réz-
nigce sie w ten sposéb, jednolite regiony. Dobrym przyktadem mogg byé szwajcar-
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skie kantony, gdzie obowiazujg az cztery jezyki urzedowe. Na dodatek, Konfederacja
Szwajcarska jest miejscem najczeSciej chyba przeprowadzanych referendéw!'®. In-
nym przykladem, dobrze poddajacym si¢ koncepcji struktury czastkowej jednolitosci,
jest Kanada, ktérej dwujezyczno$¢ (mam na mysli jezyki urzedowe)!® dzieli ten kraj
na zasadniczo dwie czg$ci: prowincje Quebec i reszt¢ Kanady. Przygniatajaca wigk-
szo$¢ mieszkancéw prowincji Quebec postuguje sie jezykiem francuskim, za$ Karta
Jezyka Francuskiego Quebecu ustanawia ten jezyk jako oficjalny na jej terytorium.
Znane sg nieustanne spory, w ktérych Quebec zabiega o zachowanie swojej odrebno-
Sci od reszty Kanady. Kwestia ta stala si¢ nawet przedmiotem analiz teoriogrowych
i podstawg do zilustrowania uzyteczno$ci modeli formalnych do opisu zjawisk spo-
tecznych (zob. m.in. Straffin, 1977a, 2001).

Analizy przedstawione w niniejszym artykule sktaniajg do wniosku, ze pozycja
wyborcow referendalnych z réznych regionéw traktowanych jak oceany o réznych
prawdopodobiefistwach poparcia glosowanych kwestii — podzbiory tworzace struk-
ture czastkowej jednolito$ci — nie bedzie inna od sytuacji, gdyby przyja¢ wspélne
prawdopodobiefistwo glosowania za tg kwestiag. W obu przypadkach ich znaczenie
zalezeé bedzie wyltgcznie od udziatu ich regionéw-podzbioréw zbioru graczy w calej
zbiorowosci.

Na tym jednak nie koniec mozliwosci interpretacyjnych przedstawionych modeli.
Ot6z wyobrazmy sobie bardzo zdeterminowany region, o ktérym wiadomo, ze w re-
ferendum bedzie glosowat z zasady jednomyslnie, zgodnie z jasno sformutowanym,
czytelnym interesem. To sytuacja znacznie blizsza rzeczywistosci wzbudzajacych
kontrowersje referendéw dotyczacych spraw dotykajacych regionalnych intereséw
spotecznosci lokalnych. W tej sytuacji nalezatoby taki podzbiér traktowaé jako ,sko-
ordynowany fragment oceanu”, a wiec w istocie gracza atomowego. To zasadniczo
zmienia wnioski. Okazuje si¢, ze mozna wskazaé obszary, w ktérych taki ,skoordyno-
wany ocean” rozumiany jako gracz atomowy zyskuje oraz obszary, w ktérych traci na
odmiennych standardach od reszty zgromadzenia-oceanu.

Tabela 7 przedstawia zestawienie wyrazen hybrydowych indekséw sity oceanu
i gracza atomowego (rozumianego tym razem jako skoordynowany fragment oceanu)
w grze [c; w; a], w zaleznosci od typu gry (gra wewnetrzna i gra z wysokim progiem)
oraz przyjetej struktury czastkowej jednolitosci: C; = {{w}, a} oraz C, = {N}.

Podzial Szwajcarii wedtug jezykow jest de facto nieco bardziej zlozony, poniewaz w niektérych regionach
Szwajcarii ludno$¢ postuguje sie kilkoma jezykami naraz. Podczas analizy nalezatoby wiec wyréznié wiecej
oceanéw niz jezykéw urzedowych Szwajcarii.

Mieszkancy Kanady sa, rzecz jasna, znacznie bardziej zréznicowani jezykowo. Wsrod licznych jezykow
uznawanych przez Kanadyjczykow za ojczysty jest rowniez jezyk polski.
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Tabela 7

Hybrydowe indeksy sily w grze [c; w; a] w zaleznosci od typu gry oraz struktury czgstkowej
jednolitosci

a Rozne standardy (C,) Wspolne standardy (C,)
facz w<c<a W<CAa<C wW<c<a W<CAa<C
l—c w I—c
gracz atomowy w —ctg o o
o
ocean a 1_;% - 1-Lc

Rysunki 6 i 7 przestawiaja warto$ci hybrydowych indekséw sity gracza atomo-
wego w zaleznosci od jego wagi?® dla bezwzglednej wiekszosci (prog ¢ = 0,5) oraz
wiekszosci kwalifikowanej (z wyzszym progiem ¢ = 0,7).

04 T e Hi(w) dla C,
03 - - -Hiw) dia G,

0 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
w

Rysunek 6. Hybrydowe indeksy sily gracza atomowego w zaleznosci od struktury czastkowej
jednolitosci dla gier z wigkszoscia bezwzgledna

W przypadku gier ze strukturg czastkowej jednolito$ci wskazujacg na odmien-
ne standardy, gracz atomowy ma przy wickszosci bezwzglednej, jak widaé na ry-
sunku 6, zawsze mniejszg sile.

Wraz ze wzrostem progu wyznaczajacego regule decyzyjng pojawia sie rosnacy
obszar takich udziatéw gracza atomowego i oceanu, w ktérych ,optaca sie” graczowi
atomowemu mie¢ inne standardy niz ocean. Pokazuje to obszar, w ktérym na rysunku
7 linia ciagta znajduje sie ponizej linii przerywanej?!.

20 W grze z jednym oceanem i jednym graczem atomowym zachodzi zwiazek a + w = 1. Zainteresowany
Czytelnik bez trudu przeksztalci wyrazenia w tabelce do postaci funkeji zaleznej od progu c i wagi gracza
atomowego w.

Przy odmiennych standardach gracza atomowego i oceanu, wraz z przej$ciem od gier wewngtrznych do gier
z wysokim progiem, mamy do czynienia z nieciagloscig indekséw hybrydowych. Stad ,skok” linii przerywa-
nej na wykresie.
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Powyzsze rozwazania pozwalajg na okreslenie warunkéw, w ktérych zwarte gru-
py wyborcéw dbajacych o swojg odrebnosé (skoordynowany fragment oceanu o od-
miennych standardach oceny rzeczywisto$ci) moga by¢ poszkodowane w sytuacji
masowych decyzji wyborczych (,obcym” trudniej oddzialywaé na grupe niz ,swoim”)
i warunkéw pozwalajgcych przewidywaé pozytki plynace z ich odrebnosci. Wnioski
te otwierajg pole do dalszych rozwazan, uwzgledniajacych wiele oceandw i wielu
graczy atomowych traktowanych jako skoordynowane fragmenty oceanu. Bedzie to
temat osobnej publikacji.

—Hi(w) dia G,

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
'

Rysunek 7. Hybrydowe indeksy sily gracza atomowego w zaleznosci od struktury czastkowej
jednolitosci dla gier z wigkszoscig kwalifikowana (¢ = 0,7)

5. ZAKONCZENIE

Przedstawitem w niniejszym artykule propozycje gier oceanicznych uwzgled-
niajacych niejednolity strukture graczy w nich uczestniczacych. Moze by¢ ona wy-
korzystana do modelowania sytuacji masowych decyzji spotecznych w realiach
struktury ideologicznej badZ istnienia wiezi wyodrebniajacych osobne wspélnoty
w zgromadzeniu podejmujacym zbiorowg decyzje. Przedstawione rozwazania wyda-
ja sie niesprzeczne z ogdlnymi intuicjami dotyczacymi zbiorowych decyzji w duzych
grupach. Wyniki uzyskiwane drogg analityczng kontrolowalem przy pomocy symu-
lacji z udziatem oceanu liczacego do 2000 matych graczy. Wyniki okazaly sie zgodne
z doktadnos$cig do cze$ci tysiecznych. Pominglem w moich rozwazaniach ten watek,
poniewaz analiza opisanych modeli przy uzyciu metod numerycznych to osobny te-
mat do rozwazan rozbudowanych gier ze ztozonymi strukturami czastkowej jednoli-
toéci. Na uzytek tego artykutu symulacje komputerowe traktowalem jako narzedzie
kontrolne, wspomagajace nie zawsze oczywiste wnioski analityczne.
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Watkami pominietymi przeze mnie w niniejszym artykule sa réwniez dynamiczne
ujecia gier oceanicznych z zadang strukturg czastkowej jednolitosci. Podejmowatem
je w niektérych moich wczesniejszych publikacjach (Jasinski, 2009, 2013). Kwestia
przeplywu graczy oceanicznych miedzy elektoratami rywalizujacych konkurentéw
(bandwagon effect) oraz kwestia stabilno$ci blokéw to réwniez tematy, ktére, jak sie
wydaje, otwiera niniejsze opracowanie.

Dostepnych jest wiele opracowan (zob. m.in. Roth, 1988, Malawski, 2008) poka-
zujacych warto$é wktadu Lloyda Shapleya w nauke. Rozpoczynajac kilka lat temu
mojg ,przygode” z grami oceanicznymi nie sadzitem, ze konstrukcje zaproponowane
przez niego i jego wspotpracownikéw okazg sie tak interesujace i cenne dla rozwa-
zan na temat spoleczenstwa i uwarunkowan decyzji zbiorowych. Z tym wigekszym
szacunkiem mysSle wiec teraz o jego wktadzie w rozw6j mysli teoretycznej nie tylko w
dziedzinie ekonomii, ale réwniez w dziedzinie nauk politycznych i socjologii.
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