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W artykule chcemy przedstawi¢ klasg funkcji uzytecznosci, ktérych hiperpo-
wierzchnie obojetnosci sa w pewien sposob ,,wpisane” w hiperpowierzchnie beg-
dace przesunigciami brzegu orthantu dodatniego odpowiedniej przestrzeni Euklide-
sowej; te funkcje nazywamy wyrownanymi funkcjami uzytecznosci. Takie funkcje
bardziej odpowiadaja, zdaniem autoréw, rzeczywistym preferencjom konsumen-
tow, w szczegdlnosci w sytuacjach, kiedy przy ustalonych cenach wszystkich to-
warow oprocz jednego, numer i, i ceny tego towaru malejacej do zera, popyt na
towar i przy dostatecznie niskim poziomie jego ceny jednostkowej ustala si¢ na
pewnym poziomie, a nie rosnie do nieskonczonosci, jak to jest w przypadku naj-
czesciej uzywanych w literaturze funkcji uzytecznosci, jak na przyktad funkcje
Cobba-Douglasa, czy funkcje CES. Ponadto, wlasnie wyrownane funkcje uzy-
tecznosci czgsto pojawiaja si¢ w wielu konstrukcjach pomocniczych, kiedy na
przyktad dowodu istnienia rownowagi w jakim$ modelu nie daje si¢ przeprowa-
dzi¢ bezposrednio dla danych funkcji uzytecznosci, wigc odpowiednio si¢ je mo-
dyfikuje, przeprowadza dowod dla takich funkcji zmodyfikowanych, a ostatecznie
przeprowadza si¢ jeszcze pewne przejscie graniczne. Wyréwnane funkcje uzytecz-
nosci maja jeszcze jedna bardzo pozadana wiasnos$¢: odpowiadajace im (multi-)
funkcje popytu sa dobrze zdefiniowane rowniez w przypadku, kiedy pewne ceny
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(jednak nie wszystkie) sa rowne 0, co jest bardzo wazne przy wykonywaniu obli-
czen numerycznych. Przy dodatkowych zatoZeniach, dotyczacych wypuklosci funk-
cji uzytecznosci, kazdy zbidr popytowy zawiera element minimalny ze wzgledu na
czesciowy porzadek w R”. Uzasadnieniem potrzeby zdefiniowania funkcji wyrow-
nanych moze by¢ nastgpujacy cytat z klasycznej monografii Scarfa i Hansena [3],
str. 20:

1t is difficult to imagine that this technical problem has much economic
content: consumers would not be expected to demand arbitrarily large
quantities of any particular commodity even if its price were quite small.
In the study of the existence of equilibrium prices this difficulty has been
successfully overcome, but at the cost of somewhat more elaborate analy-
sis than I would care to present here. Given our primary concern with com-
putational techniques, we shall find it convenient to require that the de-
mand functions be continuous on the entire unit simplex and not only in
the interior. We shall make this assumption in our discussion of compu-
tational procedures even though many of our numerical examples will
employ utility functions — such as the Cobb-Douglas function ... — for
which the assumption is not valid. The reader should have no difficulty
in adjusting to this slight ambiguity.

W artykule opisujemy, w jaki sposéb zwykle stosowane funkcje uzyteczno-
$ci mozna, przez operacje ,,obcigcia”, doprowadzi¢ do funkcji wyréwnanej. Kon-
kretny przyktad dotyczy funkcji Cobba-Douglasa. Wprowadzamy tez, jak si¢ wy-
daje, nowa klasg¢ funkcji, nazwanych przez nas funkcjami eliptycznymi, ktore
z definicji sa funkcjami wyréwnanymi. Intuicji co do natury tych funkcji dostar-
cza ksztatt odpowiadajacych im krzywych i powierzchni obojetnosci przedsta-
wionych na rysunkach 2 1 3.

Wprowadzenie do tematyki poruszanej w tej pracy moga stanowi¢ pozycje
bibliografii [1-7].

Stowa kluczowe: funkcja (multifunkcja) popytu, funkcja uzytecznosci,
funkcje Cobba-Douglasa, eliptyczne funkcje uzytecznosci, krzywe
(powierzchnie) obojetnosci.

Definicje
Jezeli x,yeR", to piszemy x <y gdy x;<y;dlai =1, 2,...,n; piszemy

x<ygdyx; <y/dlai=1,2,..,n.

Przez funkcje uzytecznosci rozumiemy funkcje u: R} — R, ograniczymy
si¢ przy tym do funkcji ciqglych 1 monotonicznych w tym sensie, ze spel-
niaja warunki:
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a. jezeli dla wektorow x,yeR] zachodzi x <y, to u(x) < u(y); oraz
b. jezeli dla wektorow x,yeR’ zachodzi x <y, to u(x) < u(y).

Dla funkcji uzytecznosci u i nieujemnej liczby a, hiperpowierzchnia
obojetnosci odpowiadajaca poziomowi a jest zdefiniowana jako zbior
Ind(u, a) = {x € R} | u(x)=a}.

Powiemy, ze monotoniczna (spetniajaca warunki (a) i (b)) funkcja uzy-
tecznosci u jest wyrownana, gdy ma nast¢pujaca wlasnos$é: dla dowolnej
nieujemnej liczby a istnieje zbior domknigty i ograniczony C, C R/ taki,
ze Ind (u, a) jest brzegiem (topologicznym) zbioru

C. = {x € R} | istnieje y € C, takie, ze y <X }.

Zauwazmy, ze rowniez C;, = {x € R} | u(x) > a }, a wigc
Ind(u, @) = C:\U,..Cj.

Dla funkcji uzytecznosci u okreslamy, jak zwykle, odpowiadajaca
jej multifunkcje popytu D : Ry X(R’\ {0})—o R} wzorem (przez multifunkc-
j¢ rozumiemy tu funkcje, ktora kazdej wielko$ci argumentu przyporzadko-
wuje nie pojedyncza warto$¢, ale zbidor mozliwych wartosci):

D(I,;r):z {x e R}

(m,x) <1 oraz jesli dla innego zeR] jest (7,z) <1, tou(z) <u(x)}

(przy dochodzie I i uktadzie cen =, D(I,z) jest to zbidr finansowo do-
stepnych i najbardziej pozadanych wiazek towarowych, we wzorze poja-
wia sig iloczyn skalarny (7,x)=mx +..+7,x,).

n="n

Uwaga. Jezeli funkcja uzyteczno$ci u jest wyroOwnana to wszystkie
wartosci odpowiadajacej jej multifunkcji popytu sg zbiorami niepustymi.

Jezeli multifunkcja popytu D jest taka, ze kazdy zbior albo zawiera do-
ktadnie jeden element, albo jest w nim element najmniejszy ze wzgledu na
czgSciowy porzadek < w R}, to przez D oznaczymy (jednowarto$ciowa)
funkcj¢ popytu D:R, x(R} \{0}) >R okreslona tak, ze dla dowolnych / oraz
7, D(I,7) jest jedynym elementem D (I, r ) lub najmniejszym elementem
D(I,z) w sensie czeSciowego porzadku <w R’ .

Operacja ,,obcinania” funkcji uzytecznosci

Dla danej ciagtej i monotonicznej funkcji uzytecznosci u: Ri— R, oraz
ciagtej funkcji @:R, >R takiej, ze
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@ jest rosnaca, tzn. a < b implikuje ¢(a) < @(d),
dla kazdego x € R] istnieje a € R takie, ze x < ¢ (a) oraz
dla kazdego a € R, zbidr x € R’ takich, ze u (¢(a))<u(x)=a jest niepu-
sty i ograniczony,
definiujemy obcigcie u wyznaczone przez ¢, u,:R} —R, w nastgpujacy
Sposob:

i (x) = u(x) jezeli x > p(u(x)),
? u(p(u(x))) w przeciwnym wypadku.

W tym konteks$cie funkcje @ mozna nazwac ,,funkcja wiodaca”.

Dla dowolnego x € R} oznaczmy x! = {y e Rl |x <y oraz x; = y, dla
pewnego i}. Nietrudno zauwazy¢, ze hiperpowierzchnia oboj¢tnosci funk-
¢ji u, na poziomie a sktada sig z tych elementow x zbioru

Z =Ind(u,a)v qo(a)T,
dla ktorych nie istnieje z € Z takie, ze x < z.
Przyklad: obcigte funkcje Cobba-Douglasa

W praktyce procedura ,,obcinania” uzyteczno$ci moze przebiegal, ze
wzgledow czysto technicznych, w sposdb odmienny od opisanego wcze-
$niej, ale oczywiscie rownowazny. W ponizszym przyktadzie zajmiemy si¢
funkcjami typu Cobba-Douglasa przy n = 2. Punkty modyfikacji na po-
szczegbdlnych krzywych obojgtnosci wyznaczono za pomoca stozka, ponie-
waz mamy n = 2, w tym przypadku faktycznie sa to dwie proste ogranicza-
jace stozek. Oczywiscie odpowiednia funkcj¢ wiodaca mozna tu bez trudu
zdefiniowac, jednak nie jest to konieczne.

Obcigta funkcja uzytecznos$ci wyraza si¢ wzorem:

0, gdy x,x, =0, w pozostatych przypadkach :
e’ x"" 2, gdy x, > e,x;;

u(xl’xZ): —a; _a;+a
e 'xy ", gdy x, <ex;

a ,.a)
X' x52, gdy e, x; <x, <eyx,,
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gdzie parametry a;, as, e;, e; sa dodatnie, przy czym e; < e;. W tym wy-
padku wyjsciowe uzytecznosci sa funkcjami typu Cobba—Douglasa
x/'x3? (nie zaktadamy tu, ze wyktadniki @, i a, sumuja si¢ do 1, wiec mo-
wimy o funkcjach ,typu Cobba-Douglasa”, a nie po prostu o funkcjach
,»Cobba-Douglasa”). Pukty modyfikacji krzywych obojetnosci leza na
prostych x,=e;x; oraz X,=e;X;.

Rysunek 1. Przyktadowe krzywe obojetnosci dla obcigtych funkcji
uzytecznosci typu Cobba-Douglasa.

X,

e
P

X

Funkcja popytu p odpowiadajaca powyzszej funkcji uzytecznosci wy-
raza si¢ wzorami:

1 e T ae
(1 - )a gdy_<_9
T+ The, 7T+ 7Ty T,
— a a ae T _ae
D(Iaﬂ-): (I ! 51' 2 )’ gdy#ﬁ_lgﬁ,
m(a +a,) my(a +ay) a, T,
1 e T, ae
- g —2), gdy L >-12 albor, =0.
T+ 7Tye, T+ e, T, a,

Analogiczng konstrukcje mozna tez przeprowadzi¢ dla n > 3. W tym wy-
padku odpowiednie wzory sa bardziej skomplikowane; punkty modyfikacji
moga by¢ wyznaczone przez odpowiednio dopasowany stozek wypukty.
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Eliptyczne funkcje uzytecznosci

Eliptyczng funkcj¢ uzytecznosci w RZ wyznaczaja dwa wektory
a,be RK takie, ze a> 01 b > 0 (liczba niezaleznych parametrow jest tu
faktycznie 2n — 1).

Formalnie, eliptyczna funkcj¢ uzytecznosci wyznaczaja hiperpowierzch-
nie obojetnosci skonstruowane w nastgpujacy sposob. Elipsoida E jest
wpisana w rownolegltoscian P o wierzchotkach {c',... ,c*"}, gdzie kolejne
¢ to wszystkie wektory postaci a + (28,6,...28,b, ). przy (6, 6,) beda-
cych wszystkimi mozliwy ciagami o wyrazach 0 lub 1. Réwnaniem

E jest: 2 2
B S I Y L B R
bl bn

Srodkiem tej elipsoidy jest a + b, natomiast dtugos$cia jej j-tej osi
G = 1,..., n) jest ij.lHiperpowierzchnia definiujqca L to, z definicji,
brzeg zbioru E + Rz, ktory oczywiscie jest rowny:

(Eﬂ{xeR’l|an£a+b})+Rf.

Zbiér L mozna przedstawi¢ jako sume mnogos$ciowa nastepujacych
zbioréw L, indeksowanych niepustymi podzbiorami T zbioru {1,... ,n}:

L' ={xeR”

x;<a;+b;dlajeT,x;>a;+b;dlaj¢T oraz X € E}

(w powyzszej definicji X okre$laja wzory X;=x; dlajeT oraz
X,=a;+b;dlajeT).

Warto$cia definiowanej funkcji uzytecznosci u dla dowolnych x € L

.  QE— t n
jest u(x):zz—nz:j:1 (aj+bj) dlaxer-L, t >0; u(x):zaz:j:1 (aj+bj);u(x)::0
kiedy xi-...-x,= 0 (dla liczby rzeczywistej ¢ i zbioru L =R" , t. L oznacza

{tx |x eR" }).TQ funkcje uzytecznosci oznaczymy przez u™ . Zauwazmy, ze
u®™ = t. ™" dla wszystkich ¢ > 0.

Funkcja uzytecznoséci u™ jest dobrze okre$lona, jednak potrzebny moze
by¢ jawny wzér na u(x). Powyzszy rozktad zbioru L bedzie w tym po-
mocny.

Wyprowadzimy najpierw bezposredni wzor, w przypadku kiedy
a=b=(1,1,..., 1); zaymiemy si¢ tylko przypadkiem x; <x, <..<x,(z sy-
metrii wynika, ze przypadki innych uporzadkowan sa analogiczne). Je-
zeli x; = 0 to u(x) = 0. W przeciwnym wypadku nazwiemy doktadnie
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jeden sposrod wskaznikow 2,...,n,n + 1 krytycznym: 1 nie jest krytycz-
ny, dla ¢t =1,..,n — 1, t + 1 jest krytyczny, gdy ¢ nie jest krytyczny
oraz X, =22g(x,X,,...,%,), gdzie g(x;,X,,..., X,) jest wiekszym sposrod
dwoch rozwigzan rownania:

(2g_x1)2 +(2g—x2)2 +...+(2g—xt)2 :g2,

czyli,

g(xl,xz,...,xt):LP(JC1 +...+xt)+\/4(x1 +...+x,)2 —(4t—l)(x12 +...+xtz)}

4t -1
Jezeli 1, 2,... oraz n nie sa krytyczne, to przyjmiemy, ze n + 1 jest krytycz-
ne. Definiujemy u(x) jako g(x,,x,,..., X,), gdzie £ + 1 jest krytyczne.

Dla uproszczenia powyzsza konstrukcje przeprowadzilismy dla
a="b=(l,1,.., 1); jest ona jednak analogiczna w ogdlnym przypadku, z tym
tylko, ze powyzszy wzor na g(x,,x;,..., x,) musi zosta¢ odpowiednio zmodyfi-
kowany. Z konstrukcji wynika, ze zdefiniowane funkcje uzytecznosci sa wy-
roéwnane.

Wyznaczymy teraz funkcje popytu indukowane przez eliptyczne funkcje
popytu. Dla dowolnego uktadu cen 7z oraz dochodu / znajdujemy punkt x € L
taki, ze hiperptaszczyzna budzetowa {z eR"[(z,z)=1 } jest rownolegta do hiper-
ptaszczyzny stycznej do L w punkcie x. Przy 7z >0 jest doktadnie jeden taki
punkt, w przeciwnym wypadku takich punktow jest nieskonczenie wiele, wy-
bieramy wowczas punkt minimalny w sensie czg$ciowego porzadku < w R’
W obu przypadkach wybrany punkt x nalezy do elipsoidy E. Popyt D(7,7)
jest proporcjonalny do x (mnozymy x przez [-(x,z)").

Funkcja popytu dla naszej funkcji uzytecznosci wyraza si¢ wige jako
D(1,7)=(D,(I,7),... D, (I, 7))

gdzie:

1
(aj +b; —bfﬂj(z Y )_ZJ
~
)y 7—1[“1 +b; _b./z'”./@fm”ibiyzj‘”i

D,(I,x)=1
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Rysunek 2. Przyktadowe krzywe obojetnosci dla eliptycznej funkcji

uzytecznosci w przypadku n = 2 i elipsa stuzaca do jej
konstrukcji.

X,

(\

N

Xy

Rysunek 3. Przyktadowa powierzchnia oboj¢tnosci P dla eliptycznej
funkcji uzytecznosci w przypadku n = 3. Pozostate po-
wierzchnie obojetnosci maja postaé¢ aP={a-x|xeP}, a>0;
przy @ = 0 powierzchnia degeneruje si¢ do punktu (0,0,0).

Y
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Przypisy

! W zastosowaniach czesto wygodnie jest stosowaé alternatywna parametryzacje

(ex,— £, +..+(e,x, — £, ) =1. Nowe parametry wyrazaja si¢ przy pomocy poprzednich
parametréw wzorami e, =% oraz j}=1+%’_, dlaj = 1,...,n. Srodkiem elipsoidy przy tej notacji
jest (Lg], dhugoscia j-tej osi jest ;

Bibliografia

[1] Chipman, J. S. (red.). 1971. Preferences, Utility and Demand. Minnesota Sympo-
sium, Harcourt, Brace, Jovanovich.

[2] Katzner, D.W. 1970. Static Demand Theory.

[3] Scarf, H., Hansen, T. 1973. The Computation of Economic Equilibria. Yale Univer-
sity Press.

[4] Theil, H. 1975. Theory and Measurement of Consumer Demand. North-Holland.
[5] Thomas, R.L. 1987. Applied Demand Analysis. Longman.

[6] Trockel, W. 1984. Market Demand: an Analysis of Large Economies with Non-
Convex Preferences. Springer Verlag.

[7] Wold, H. (with Jureen, L.). 1953. Demand Analysis. A Study in Econometrics.
Wiley.






