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Streszczenie: Artykut przedstawia szczegélowq analize poréwnawczg czte-
rech wybranych nieprobabilistycznych procedur sprawiedliwego podziatu zbio-
ru niepodzielnych débr z uzyciem pieniedzy: oryginalnej procedury Knastera,
poprawionej procedury Knastera, procedury réwnych udziatéw i procedury dru-
gich najwyiszych cen. Dwie ostatnie sq opisane po raz pierwszy w tym artykule.
Analiza dotyczy formalnych wlasnosci wymienionych metod, a konkretnie po-
siadania przez nie pozgdanych wlasnosci: optymalnosci, proporcjonalnosci,
wolnosci od zazdrosci, stusznosci, odpornosci na zachowania strategiczne
i anonimowosci. Ponadto poréwnane bedq klasy przypadkéw, dla ktérych bada-
ne procedury spetniajqg wybrane postulaty.
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1. Wprowadzenie

Problem sprawiedliwego podzialu débr jest zagadnieniem, ktére do niedaw-
na nie byto przedmiotem analiz teoretycznych. W artykule On games of fair divi-
sion (Kuhn, 1967) autor stwierdza, ze tym tematem prawie nikt si¢ nie zajmo-
wal. Owo ,prawie” zawdzieczamy polskim matematykom, ktérych pomysty jako
jedyne znalazly sie w tek$cie Kuhna. Polscy matematycy szczegdlnie upodobali
sobie problem podziatu tortu: Hugo Steinhaus przeanalizowal powszechnie zna-
ng metode¢ ,jeden dzieli, drugi wybiera” i zaproponowal wtasng procedure (za-
interesowanych odsytam do opisu sylwetki Steinhausa w Nr 6 ,Decyzji” z grud-
nia 2006 r.; w tym samym wydaniu artykut o probabilistycznych zasadach réow-
no$ci Klemensa Szaniawskiego), za$ Bronistaw Knaster i Stefan Banach znalez-
li rozszerzenie metody ,jeden dzieli, drugi wybiera” na wiecej niz dwdch uczest-
nikéw podziatu, tworzac ,metod¢ ostatniego pomniejszajacego” (Stein-
haus, 1949). OczywiScie metody te mogg by¢ z powodzeniem stosowane do débr
podzielnych innych niz tort.

Istniejg jednak takze dobra, ktére w wyniku podzialu zauwazalnie tracg
na wartosci (np. samochdd, obraz) lub ktérych podzial jest niemozliwy ze wzgle-
du na ich nature (np. stanowisko, tytul). Dobra takie, nazywane niepodzielnymi,
wymagajg osobnych procedur alokacji miedzy uczestnikéw podziatu. Podstawo-
wym problemem staje si¢ tu zapobiezenie nieréwnos$ci np. w sytuacjach, gdy
débr jest mniej niz uczestnikéw podziatu lub dobra wyraznie réznia si¢ wartoScia
(np. samochdd i dtugopis). Problem ten ma dwa podstawowe rozwigzania: lote-
ri¢ lub system rekompensat pienieznych. Artykut ten omawia procedury wykorzy-
stujgce drugie z tych rozwigzan.

Celem niniejszego artykulu jest zaprezentowanie szczegbélowej analizy poréw-
nawczej czterech wybranych procedur pod katem spetniania kilku postulowanych
wlasnosci procedur sprawiedliwego podzialu débr. Zaczniemy od wprowadzenia
podstawowych pojeé. Potem przejdziemy do zdefiniowania postulatéw, czyli okre-
$limy, czego nalezy oczekiwaé od procedury podziatu. Nastepnie opiszemy cztery
procedury: oryginalng procedure Knastera, poprawiong procedure Knastera, pro-
cedure réwnych udziatéw oraz procedure drugich najwyzszych cen. W nastepnym
podrozdziale sprawdzimy, czy powyzsze procedury spelniajg wybrane postulaty.
Na koniec zbadamy zwigzki miedzy wlasno$ciami podzialéw otrzymanych przy za-
stosowaniu poszczegélnych procedur.
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2. Podstawowe pojecia

Podzialem zbioru niepodzielnych débr z rekompensatami pieni¢znymi nazwie-
my funkcje, ktéra kazde dobro przypisuje ktéremus z n uczestnikéw podziatu, a po-
nadto wyznacza wektor rekompensat pienieznych o n sktadowych i o sumie 0.

Profilem ocen warto$ci débr nazwiemy zestaw ocen wartosci kazdego z dzielo-
nych débr przez poszczegdlnych uczestnikéw podziatu.

Procedura podzialu nazwiemy funkcje, ktéra kazdemu profilowi ocen wartosci
débr przypisuje podziat zbioru débr (w tym takze pieniezne wyplaty uboczne).

3. Postulowane wlasnosci procedur sprawiedliwego podzialu débr

Aby jakas$ procedura podziatu mogta by¢ uznana za sprawiedliwg, powinna ona
posiada¢ pewne pozadane wlasnosci (tj. spelnia¢ pewne postulaty). Niniejszy arty-
kut skupia sie na szesciu takich wtasnosciach. Cztery pierwsze dotyczg podziatéw
generowanych przez procedure, a dwie kolejne — samej procedury.

Optymalnos¢ (strong Pareto optimality) — inaczej efektywno$¢; podzial spetnia
ten postulat, jesli nie istnieje taki inny podzial, ktéry bytby lepszy (bardziej prefero-
wany) co najmniej dla jednego uczestnika i jednoczesnie nie gorszy dla wszystkich
uczestnikow podziatu.

Postulat ten gwarantuje, ze nie bedzie takiej pary uczestnikéw, ktéra chciataby sie
wymieni¢ czescig otrzymanego udziatu - ze spelnienia postulatu wynika, ze jesli taka
zamiana bylaby korzystna dla jednego z nich, to bytaby niekorzystna dla drugiego.

Procedure generujacg wylacznie podzialy optymalne nazwiemy optymalng.

Proporcjonalnos$¢ (proportionality) — podzial spelnia ten postulat, jesli kazdy
z uczestnikéw podziatu ocenia otrzymang cze$¢ jako wartg co najmniej 1/n warto-
Sci calego dzielonego zbioru débr. Jest to definicja odbiegajaca od naturalnego uzy-
cia sfowa ,proporcjonalno$¢”, jednak przyjeta w literaturze przedmiotu.

Postulat ten gwarantuje, ze kazdy z uczestnikéw otrzyma co najmniej swdj spra-
wiedliwy udzial (rozumiany wg definicji Knastera, por. rozdzial 4). Jezeli uczestni-
cy podziatu niejednakowo oceniajg wartos$¢ dzielonych débr, moze si¢ zdarzy¢, ze
kazdy uczestnik otrzyma udzial, ktéry oceni na wiecej niz 1/n.

Procedure generujgca wyltacznie podzialy proporcjonalne nazwiemy proporcjo-
nalng.

DECYZJE NR 15/2011



PROCEDURY PODZIAIU ZBIORU DOBR NIEPODZIELNYCH...

Brak zazdrosci (envy-freeness) — podzial spetnia ten postulat, jesli kazdy z uczest-
nikéw podziatu ocenia otrzymang cze$¢ jako wartg co najmniej tyle, co czes$¢ kaz-
dego z pozostalych uczestnikéw. Innymi stowy, nie odnidstby zadnej korzysci, za-
mieniajac otrzymang cze$¢ na cze$¢ otrzymang przez innego uczestnika podziatu.

Rolg tego postulatu jest m.in. zapewnienie stabilnoéci wyniku — Zaden z uczest-
nikéw podziatu nie moze szczerze zglosi¢ pretens;ji, ze wynik jest niesprawiedliwy,
bo inny uczestnik podziatu otrzymal wigcej; Zaden tez nie wystapitby do drugiego
Z propozycja wymienienia si¢ otrzymanymi udziatami.

Procedure generujaca wylacznie podzialy cechujgce si¢ brakiem zazdrosci na-
zwiemy wolng od zazdrosci.

Stusznosé (equitability) — podzial spelnia ten postulat, jesli kazdy uczestnik po-
dziatu otrzymuje takg cze$¢ catosci wedle swojej oceny, co inni uczestnicy wedle
wlasnych ocen. Rozumienie stuszno$ci podaje za Bramsem i Taylorem
(1996, 1999). W literaturze mozna spotkaé takze inne definicje stusznosci, jednak
wszystkie odbiegajg one od naturalnego znaczenia stowa ,stusznos¢”.

Rolg tego postulatu jest zapewnienie, ze wszyscy uczestnicy podziatu bedg ,jed-
nakowo zadowoleni”.

Sam postulat stusznosci wydaje si¢ niewystarczajacy. Podziat, w ktérym kaz-
dy uczestnik otrzymuje najnizej cenione przez niego dobro, moze spetnia¢ ten
postulat (kazdy otrzymuje czes$é, ktérg ocenia na, powiedzmy, 1% wartoSci ca-
tego zbioru), ale nie wydaje sie on by¢ mozliwy do zaakceptowania jako podzial
sprawiedliwy. Wskazane jest zatem dotaczenie do postulatu stuszno$ci réwniez
innych postulatéw.

Procedure generujacg wylacznie podzialy stuszne nazwiemy stuszng.

Odporno$é¢ na zachowania strategiczne (strategy-proofness) — procedura spetnia
ten postulat, jezeli Zzadnemu uczestnikowi podzialu nie oplaca sie podaé nieszcze-
rych ocen warto$ci débr przy znajomosci wycen pozostalych uczestnikéw i przy za-
tozeniu, ze podadzg oni szczere wyceny.

Niestety, postulat odporno$ci na zachowania strategiczne jest bardzo trudny
do spelnienia. Niemniej jednak warunek ten réwniez nie wydaje si¢ wystarczajacy
- procedura, ktéra wszystkie dobra przypisze najstarszemu uczestnikowi podziatu,
jest odporna na zachowania strategiczne, ale trudno ja uzna¢ za sprawiedliwg.

Anonimowos¢ (anonymity) — procedura spetnia ten postulat, jesli procedura
nie uwzglednia innych cech uczestnikéw podziatu niz ich zadeklarowane oceny
warto$ci débr.
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Postulat ten odpowiada za bezstronno$¢ — zaden z uczestnikéw podziatu nie jest
uprzywilejowany ani dyskryminowany. Procedura anonimowa nie uwzglednia
czynnikow takich, jak: wiek, ple¢, sytuacja rodzinna czy finansowa etc. Bez znacze-
nia jest takze uporzadkowanie uczestnikéw podziatu — dana osoba otrzyma taki sam
udzial niezaleznie od tego, czy nazwiemy ja Uczestnikiem 1 czy Uczestnikiem 4.

4. Badane procedury podzialu

Artykut ten analizuje cztery procedury podziatu zbioru débr niepodzielnych:
1) oryginalna procedura Knastera (K);
2) poprawiona procedura Knastera (AK);
3) procedura réwnych udziatéw (RU);

4) procedura drugich najwyzszych cen (DNC).

Dwie ostatnie zostajg po raz pierwszy zaprezentowane w tym artykule.

Zalozenia

Wszystkie wymienione procedury wychodzg z tych samych zalozen. Dodatkowo
wszystkie z wymienionych metod sa niejawne (tzn. zaden uczestnik podziatu nie
ma dostepu do informacji o deklaracjach pozostalych uczestnikéw) i nielosowe.
Dzieki temu mozliwe jest sensowne poréwnywanie tych procedur miedzy soba.

Zalozenia:

1) pienigdze sg doskonale podzielne;
2) kazdy uczestnik podziatu ma liniowg funkcje uzytecznosci na pienigdzach;
3) kazdy uczestnik podziatu jest w stanie wyceni¢ kazde dobro z dzielonego

zbioru, tj. poda¢ taka kwote pieniedzy, ze uczestnik ten jest indyferentny
miedzy tym dobrem a tg kwota;

4) uzyteczno$¢ kazdego podzbioru zbioru dzielonych débr jest dla danego
uczestnika podziatu réwna sumie uzytecznosci elementéw tego podzbioru
dla tego uczestnika (zalozenie o addytywnosci);

5) kazdy uczestnik podziatu dysponuje wolnymi $rodkami pienieznymi wy-
starczajgcymi do wyplaty rekompensat (wystarczy kwota w wysokosci su-
my wlasnych wycen rozdzielanych débr).
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Z powyzszych zalozen wynika, ze uczestnik jest indyferentny miedzy danym
podzbiorem zbioru dzielonych débr a kwotg réwng sumie jego wycen elementéow
tego podzbioru.

Opis procedur

Oryginalna procedura Knastera

Uczestnicy podzialu oceniajg warto$¢ dzielonych débr. Kazde dobro trafia
do tego uczestnika podziatu, ktéry wycenit je najwyzej (w przypadku remisu decy-
duje arbiter). Dla kazdego uczestnika wyliczamy jego sprawiedliwy udzial, kt6ry
jest réwny 1/n sumy jego ocen warto$ci dobr. Nastepnie wyliczamy réznice miedzy
sumg jego wycen otrzymanych przez niego débr a jego sprawiedliwym udziatem.
Uczestnik podziatu wptaca do wspélnej kasy kwote réwng tej réznicy, a jezeli réz-
nica jest ujemna, tj. uczestnik otrzymat dobra, ktére sg dla niego warte mniej niz
wynosi jego sprawiedliwy udzial, uczestnikowi jest ze wspdlnej kasy wyplacana
kwota rowna warto$ci bezwzglednej tej réznicy. Jezeli w kasie zostata nadwyzka,
jest ona rozdzielana réwno pomiedzy wszystkich uczestnikéw podziatu.

Nadwyzka jest zawsze nieujemna. Jest ona réwna réznicy miedzy sumg najwyz-
szych wycen wszystkich débr a sumg sprawiedliwych udziatéw wszystkich uczestni-
kéw. Suma sprawiedliwych udziatéw jest réwna 1/n sumy wszystkich wycen. Nie mo-
ze by¢ ona wigksza od sumy najwyzszych wycen, bo oznaczatoby to, ze kto§ ma ocene
wartosci jakiego$ dobra wyzszg od najwyzszej. Moze sie jednak zdarzy¢, ze wszyscy
majg najwyzsza ocene wartosci kazdego z débr - dzieje sie tak w sytuacji, kiedy wszy-
scy uczestnicy podziatu wyceniajg kazde dobro na takg samg kwote co pozostali. W tej
(i tylko w tej) sytuacji nadwyzka bedzie réwna 0, w pozostalych za$ bedzie dodatnia.

Jest to najstarsza z omawianych procedur, zaproponowana przez wybitnego
polskiego matematyka Bronistawa Knastera w 1946 r., spopularyzowana przez
Hugo Steinhausa (1948).

Poprawiona procedura Knastera (Adjusted Knaster)

Procedura ta jest bardzo podobna do oryginalnej procedury Knastera. Jedy-
ng réznicg jest to, ze nadwyzka nie jest dzielona réwno miedzy uczestnikéw po-
dzialu, ale proporcjonalnie do sumy ocen warto$ci débr, tj. uczestnik otrzymu-
je taka czes$¢ nadwyzki, jakg cze$¢ sumy sum ocen wartosci débr stanowi suma
jego ocen warto$ci dobr.

Nadwyzka bedzie tej samej wielkosci, co w przypadku oryginalnej procedury
Knastera, a zatem z pewnoscig bedzie nieujemna.

Procedure te zaproponowal Matthias Raith w 1998 r. W Polsce jest znana tak-
ze pod nazwg ,procedura ,poprawionego Knastera”” (Lissowski, 2008). Zmiana
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wprowadzona do oryginalnej procedury Knastera wydaje si¢ do$¢ rozsadna - sko-
ro system transfer6w wyréwnuje uzytecznosci (wyrazone w pienigdzu) do poziomu
proporcjonalnego do sumy ocen warto$ci dobr, to czemu mieliby$Smy dzieli¢ nad-
wyzke w sposéb nieproporcjonalny?

Przyklad 1. Oryginalna procedura Knastera i poprawiona procedura Knastera
- spos6b obliczania podziatu koficowego dla przykladowego profilu ocen wartosci débr

1 2 3 4
Wycena A 100 zt 80 zt 50 zt 80 zt
dobra B 50 zt 120 zt 30zt 60 zf
C 50 zt 40 zt 80 zt 60 zt
Suma ocen 200 zt 240 zt 160 zt 200 zt
Sprawiedliwy udziat 50 zt 60 zt 40 zt 50 zt
Otrzymane dobra A B C -
Warto$¢ otrzymanych dobr 100 zt 120 zt 80 zt 0zt
Rdznica* 50 zt 60 zt 40 zt -50 zt
Udziat w nadwyzce (K) 257 25zt 257 257
Podziat konicowy (K) A-252 B-35z C-154 757
Udziat w nadwyzce (AK) 257 30 zt 20zt 257
Podziat koncowy (AK) A-252 B-30z C-20z 757

* roznica miedzy warto$cig otrzymanych débr a sprawiedliwym udzialem.

Jak wida¢, poprawiona procedura Knastera r6zni si¢ od oryginalnej procedury
Knastera wylgcznie sposobem podzialu nadwyzki.

Procedura réwnych udzialéw

Uczestnicy podzialu oceniajg warto$¢ dzielonych dobr. Kazde dobro trafia
do osoby, ktéra wycenita je najwyzej (w przypadku remisu decyduje arbiter) i oso-
ba ta wptaca do wspoélnej kasy kwote w wysokosci swojej oceny warto$ci otrzyma-
nego dobra. Uzyskane w ten sposdb pienigdze zostajg podzielone réwno migdzy
wszystkich uczestnikéw podziatu.

Procedura ta jest przedstawiona po raz pierwszy w niniejszym artykule. Zapew-
nia ona, ze kazdy z uczestnikéw podzialu wycenia otrzymany przez siebie udzial
na taka sama kwote, na jaka pozostali uczestnicy wyceniaja swoje udzialy. Dzieje
si¢ tak, poniewaz przed rozdzieleniem zebranych pieniedzy miedzy uczestnikéw
kazdy wycenia swdj udziat na 0 (bo zaptacil za otrzymane dobra doktadnie tyle, ile
sg dla niego warte). Pienigdze sg rozdzielane réwno, zatem kazdy uczestnik wyce-
nia swdéj udzial na takg samg kwote.
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Przyklad 2. Procedura réwnych udzialéw - sposéb obliczania podzialu koficowego
dla przykladowego profilu ocen wartosci débr

1 2 3 4
Wycena A 100 zt 80 zt 50 zt 80 zt
dobra B 50 zt 120 zt 30 zt 60 zt
C 50 zt 40 zt 80 zt 60 zt

Otrzymane dobra A B C -
Do zaptaty 100 zt 120 zt 80 zt 0zt
Udziat 75 752 75 75
Podziat koncowy A-25z B-45z C-5z 757

Procedura drugich najwyzszych cen

Uczestnicy podzialu oceniajg warto$¢ dzielonych débr. Kazde dobro trafia
do osoby, ktéra wycenila je najwyzej (w przypadku remisu decyduje arbiter) i oso-
ba ta wptaca do wspdélnej kasy kwote w wysokosci drugiej najwyzszej wyceny tego
dobra. Uzyskane w ten sposéb pienigdze zostajg podzielone réwno miedzy wszyst-
kich uczestnikéw podziatu.

Procedura ta jest przedstawiona po raz pierwszy w niniejszym artykule. Ada-
ptuje ona pewne elementy niejawnej aukcji Vickreya do problemu podziatu zbio-
ru débr niepodzielnych. W aukcji Vickreya (Vickrey, 1961) licytujacy podaja ofer-
ty cenowe (oferty te nie sa podawane do wiadomosci pozostatych licytujacych).
Aukcje wygrywa osoba, ktéra zlozyta najwyzszg oferte, ale placi tyle, ile wynosi-
ta druga najwyzsza oferta. Aukcja Vickreya jest odporna na jednostkowe zacho-
wania strategiczne licytujacych.

Przyklad 3. Procedura drugich najwyzszych cen - sposéb obliczania podzialu koficowego
dla przykladowego profilu ocen wartoéci débr

1 2 3 4
Wycena A 100 zt 80 zt 50 zt 80 zt
dobra B 50 zt 120 zt 30zt 60 zt
C 50 zt 40 zt 80 zt 60 zt

Otrzymane dobra A B C -
Do zaptaty 80 zt 60 zt 60 zt 0zt
Udziat 50 zt 50 zt 50 zt 50 zt
Podziat koncowy A-30z B-10z C-10z 50 zt

Zobaczmy teraz zestawienie podzialéw koncowych.

Jak widaé, procedury te moga dla tego samego profilu ocen warto$ci débr ge-
nerowac rézne podzialy. Majg jednak pewng ceche wspdlng — wszystkie procedury
przydzielaja dobra tym uczestnikom podzialu, ktérzy oceniajg warto$é tych débr
na najwyzszg kwote.
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Tabela 1. Zestawienie podzial6w koficowych wygenerowanych przez oryginalng procedure
Knastera, poprawiong procedur¢ Knastera, procedure réownych udzialéw i procedure drugich

najwyzszych cen dla tego samego profilu ocen wartosci débr

Uczestnik
Procedura 1 5 3 4
K A-257 B-351z C-15zt 752
AK A-251 B-301z C-20z 757
RU A-257 B-45 1zt C-5zt 752
DNC A-301z B-101z C-10z 50 zt

5. Podstawowe wlasnosci procedur podzialu

Po przedstawieniu omawianych procedur i pozadanych wilasnosci zobaczmy,
ktore postulaty sg spetniane przez poszczegdlne metody przy zatozeniu podawania
przez uczestnikow prawdziwych wycen.

Tabela 2. Wlasnosci formalne procedur

Wolnosé Odpornosé
Procedura Optymalno$¢ Proporcjonalno$é .. Stusznos¢ nazachowania Anonimowos$¢
od zazdroS$ci .
strategiczne
K tak tak nie nie nie tak
AK tak tak nie tak nie tak
RU tak tak tak nie nie tak
DNC tak tak tak nie nie tak

Jezeli spetnianie powyzszych postulatéw potraktowaé jako wyznacznik jakoSci
procedury, to oryginalna procedura Knastera wypada najstabiej - mozemy ,za dar-
mo” dostaé jeszcze stusznos$é (AK) lub wolno$¢ od zazdrosci (RU lub DNC).

Nalezy pamietaé, ze procedury podzialu débr sg czesto stosowane do pewnego
szczegblnego rodzaju podziatu, a mianowicie — do podziatu miedzy doktadnie dwoch
uczestnikéw podzialu (np. przy podziale majgtku w sprawach rozwodowych). Oka-
zuje sie, ze przy ograniczeniu zastosowania procedury do tej klasy probleméw meto-
da moze zyskac¢ wlasciwosé, ktérej nie ma bez tego ograniczenia. W przypadkach po-
dziatu zbioru débr pomiedzy dwéch uczestnikéw procedury K i AK zyskujg dodatko-
wo wlasciwo$¢ wolnosci od zazdrosci. Jezeli przyjmiemy spelnianie postulatéw
za kryterium jakosci procedury, to w przypadku, gdy mamy doktadnie dwéch uczest-
nikéw podziatu, poprawiona procedura Knastera jest najlepszym wyborem.

Ponizej przedstawione zostaja dowody na spetnianie lub niespetnianie szesciu
wybranych postulatow przez badane procedury.
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Optymalnosé
Procedura jest optymalna zawsze i tylko, jesli kazde dobro trafia do osoby, kté-
ra wycenila je najwyzej.

Jezeli jakie$ dobro trafitoby do osoby, ktéra nie wycenia tego dobra najwyzej, to
moglaby ona odstgpi¢ to dobro osobie cenigcej je wyzej za rekompensatg pieniez-
ng w wysoko$ci pomiedzy tymi dwiema wycenami. Podzial taki bytby lepszy dla
obu tych oséb, a jednoczesnie nie gorszy dla wszystkich, a zatem pierwotny podzial
nie byl optymalny. W przypadku gdy wszystkie dobra trafiaja do tych, ktérzy wyce-
nili je najwyzej, taka zamiana jest niemozliwa.

Wszystkie badane metody przydzielajg dobra tym, ktérzy oceniaja je najwyzej,
a zatem wszystkie cztery procedury sg optymalne.

Proporcjonalnosé
Wszystkie z badanych procedur spelniaja postulat proporcjonalnosci.

Aby spelniony byt warunek proporcjonalnosci, kazdy uczestnik podziatu musi
otrzymac udzial, ktérego warto$é oceni co najmniej na 1/n wartosci catego zbioru
dzielonych débr, czyli tyle, ile wynosi jego sprawiedliwy udzial. W przypadku K
i AK wplaty i wyplaty ze wspdlnej kasy sg skonstruowane tak, aby wyréwnywac
uzyteczno$ci do wysokos$ci sprawiedliwych udzialéw, a nadwyzka jest dzielona
miedzy uczestnikow. Kazdy uczestnik podziatu dostaje jako swojg czes¢ nadwyzki
nieujemng kwote pieniedzy, a zatem zaréwno K, jak i AK sg proporcjonalne.

Z addytywnosci wynika, ze jesli alokacja kazdego pojedynczego dobra bedzie
spetniala warunek proporcjonalnosci, to podzial catego zbioru débr réwniez.
W procedurze RU osoba, ktéra ma najwyzsza wycene na dane dobro, otrzymuje je
i placi za nie tyle, ile jest dla niej warte, a nastepnie odzyskuje 1/n tej kwoty przy roz-
dzielaniu pieniedzy miedzy uczestnikéw, zatem otrzymuje réwno 1/n swojej wyceny
tego dobra. W przypadku pozostalych oséb otrzymuja one kwote w wysokosci 1/n
najwyzszej wyceny, a zatem kwote nie mniejszg niz 1/n ich wyceny na to dobro.
Oznacza to, ze kazdy uczestnik wyceni swoj udzial co najmniej na 1/n sumy warto-
Sci wszystkich dzielonych débr, a zatem procedura RU jest proporcjonalna.

W przypadku procedury DNC dowéd jest podobny. Jedyna réznica jest taka, ze
osoba o najwyzszej wycenie placi za dobro kwote réwna nie najwyzszej, lecz dru-
giej najwyzszej wycenie, zatem je$li w przypadku procedury RU oceniala swoj
udzial na 1/n, to teraz ocenia go na nie mniejszy od 1/n. Pozostali uczestnicy otrzy-
mujg kwote réwng 1/n drugiej najwyzszej wyceny, co jest sumg nie mniejszg od 1/n
ich wycen. Zatem procedura DNC jest proporcjonalna.
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Wolnos¢ od zazdrosci

Procedury K i AK sg wolne od zazdrosci w sytuacji, gdy jest dwéch uczestnikow
podziatu, lecz nie muszg by¢ wolne od zazdrosci, gdy jest ich wiecej. Procedury RU
i DNC sg wolne od zazdrosci w kazdej sytuacji.

W przypadku gdy mamy dwo6ch uczestnikéw podziatu, proporcjonalnosé jest
réwnowazna brakowi zazdro$ci. Podziat bedzie proporcjonalny, jesli obaj uczest-
nicy wyceniajg swodj udzial co najmniej na potowe wartosci calego zbioru. Podzial
bedzie si¢ cechowal brakiem zazdrosci, jesli obaj uczestnicy oceniajg swéj udzial
na wart nie mniej niz udzial drugiego uczestnika. Jak tatwo zauwazy¢, oba warun-
ki sa réwnowazne.

Zacznijmy od wykazania, ze procedury K i AK sg wolne od zazdrosci w przy-
padku, gdy jest dwoch uczestnikéw podzialu, ale nie musza by¢ dla pozostatych
przypadkéw. Obie procedury sa proporcjonalne, a w przypadku, gdy uczestnikow
podziatu jest dwéch, proporcjonalnosé jest rownowazna brakowi zazdrosci, zatem
K i AK sg wolne od zazdrosci dla n = 2. Niespelnianie tego postulatu dlan > 2 da
si¢ wykazac na prostym przykladzie:

Przyklad 4. Przykladowy profil ocen wartosci débr, dla ktérego oryginalna procedura Knastera
i poprawiona procedura Knastera generuja podzial, ktéry nie jest wolny od zazdrosci
Uczestnik

1 2 3 4
A 20zt 40 zt 80 zt 100 zt

Wycena dobra

Zobaczmy, jak bedg wygladaly podzialy koncowe wygenerowane przez proce-
dury K i AK dla tego profilu (szczegdly obliczen pozwolitem sobie pominaé, ufajac,
ze wczesniejsze opisy i przyktady pozwola Czytelnikowi na samodzielne wykonanie
rachunk6w i sprawdzenie prawdziwos$ci wynikéw).

Tabela 3. Zestawienie podzialéw koficowych wygenerowanych przez oryginalna procedure
Knastera i poprawiong procedur¢ Knastera dla przykladu 4

. . Uczestnik
Podziat konicowy 1 9 3 4
K 15zt 20 zt 30 zt A-651z
AK 8,33 zt 16,67 zt 33,33 zt A-5833zt

Jak nietrudno zauwazy¢, podzialy te nie sg wolne od zazdro$ci — w obu tych
przypadkach uczestnik 1 zazdroSci uczestnikom 2 i 3, a uczestnik 2 - uczestniko-
wi 3. Zatem procedury K i AK nie sa wolne od zazdrosci.

W przypadku procedury RU udzial kazdego z uczestnikéw sktada sie z débr na-
bytych za okreSlong sume pieniedzy oraz wyplaty ze wspoélnej kasy. Nikt nie za-
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zdro$ci nikomu wyplaty (bo wszyscy otrzymujg ze wspoélnej kasy taka samg kwote)
ani nabycia débr, gdyz nikt nie bytby sktonny zaptaci¢ za te dobra wiecej, niz za-
ptacit ich nabywca.

Dla procedury DNC dowdd wyglada analogicznie — wyplaty ze wspdlnej kasy sa
réwne i nikt nie bylby gotéw zaptacié¢ za dobra wiecej, niz uczynili to ich nabywcy
(chociaz osoba o drugiej najwyzszej wycenie jest indyferentna miedzy nabyciem
danego dobra po tej cenie a nienabyciem go wcale).

Stusznosé
Sposréd czterech badanych procedur jedynie procedura AK jest stuszna. Co
wiecej, jest ona jedyng procedurg jednocze$nie stuszng i optymalna.

W procedurze AK system transferéw gwarantuje kazdemu uczestnikowi jego spra-
wiedliwy udzial (czyli 1/n sumy ocen wartosci dobr). Warto$¢ ostatecznego koszyka
débr dla kazdego uczestnika jest réwna jego sprawiedliwemu udzialowi + otrzymanej
cze$ci nadwyzki. Zatem aby zagwarantowad, ze kazdy dostanie taki sam odsetek sumy
swoich ocen warto$ci dobr, nadwyzka musiatyby by¢ dzielona proporcjonalne do sumy
ocen. W procedurze AK nadwyzka jest dzielona w taki wtasnie sposdb, a zatem proce-
dura AK jest stuszna. Poprzednio wykazano, ze procedura AK jest optymalna.

Jezeli jaka$ procedura przyznaje dobra w inny sposéb niz procedura AK, to zna-
czy, ze musi czasem przyznawac dobro komus, kto nie ceni go najwyzej, a zatem
procedura taka nie bylaby optymalna. Gdyby jakas$ optymalna procedura réznita
sie od procedury AK transferami pienieznymi, to procedura ta nie bylaby stuszna.
Zatem kazda optymalna i stuszna procedura jest tozsama z procedurg AK.

Oznacza to, ze z tego, ze procedury K, RU i DNC sg optymalne, wynika, Ze nie
sg stuszne.

Odporno$¢ na zachowania strategiczne

Zadna z wymienionych procedur nie jest odporna na zachowania strategiczne.
Zobaczmy, co moze sie¢ sta¢, gdyby jeden z uczestnikéw (uczestnik 1) dowiedziat
sie, jak uczestnik 2 ocenia wartos$¢ débr i postanowit zmodyfikowac swoje deklaro-
wane oceny, zanizajac wycene dobra A i zawyzajac wycene dobra B:

Przyklad 5. Profile oceny wartosci débr: szczere oceny wartosci dobr i wartosci zadeklarowane
w sytuacji, gdy uczestnik 1 zachowuje si¢ strategicznie

Wycena dobra
A 1207 07
B 304 404
Po modyfikacji
A 124 107
B 384 404
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Zobaczmy, jak teraz wygladalyby wyniki wygenerowane przez poszczegdlne
procedury (szczegbétowe wyliczenia pozostawiam Czytelnikowi):

Tabela 4. Zestawienie podzialéw koficowych wygenerowanych przez oryginalng procedure
Knastera, poprawiong procedure¢ Knastera, procedure réownych udzialéw i procedure drugich
najwyzszych cen dla profilu szczerych ocen wartoéci débr i profilu, w ktérym uczestnik 1
strategicznie zmodyfikowal swoje deklarowane oceny (przyklad 5)

Podziat konicowy... 1 Uczestnik 9
oryginalna procedura Knastera
przed modyfikacja A-15z B+15z
po modyfikacji A+147 B-14
poprawiona procedura Knastera
przed modyfikacja A B
po modyfikacji A+147 B-14
procedura rownych udziatow
przed modyfikacja A-40z B+40z
po modyfikacji A+141z B-141z
procedura drugich najwyzszych cen
przed modyfikacja A+10z B-101z
po modyfikacji A+147 B-14

Jak wida¢, wszystkie cztery procedury generujg ten sam podziat dla zmodyfiko-
wanego profilu ocen wartosci débr. Latwo tez zauwazyé, ze w przypadku wszyst-
kich czterech procedur podanie nieprawdziwych ocen warto$ci débr przyniosto
korzysci uczestnikowi 1. Wynika stad, ze zadna z badanych procedur nie jest od-
porna na zachowania strategiczne.

W przypadku procedur K i AK uczestnik zyskal zar6wno na zanizeniu oceny
warto$ci dobra A, jak i na zawyzeniu oceny warto$ci dobra B. W przypadku proce-
dury RU uczestnik zyskuje wytgcznie na zanizeniu wyceny dobra A, za$ w przypad-
ku procedury DNC - wylacznie na zawyzeniu wyceny dobra B, co da si¢ tatwo
sprawdzi¢ na przykladzie, w ktérym uczestnik zmodyfikowatby tylko jedng wycene
(sprawdzenie pozostawiam Czytelnikowi).

Procedura RU jest catkowicie odporna na zawyzanie ocen warto$ci débr. Jeze-
li ocenia si¢ dobro najwyzej, to zawyzenie wyceny si¢ nie oplaca, bo prowadzi
do konieczno$ci wyplacenia wyzszych rekompensat. Jezeli ma sie wycene nizsza
niz najwyzsza, to zawyzanie wycen nie jest optacalne - jesli przebije sie najwyzsza
wyceng, to traci sie¢ w poréwnaniu z sytuacja wyjSciowa, a jesli nie — niczego si¢ nie
zyskuje, bo i tak otrzymuje sie kwote réwng 1/n najwyzszej wyceny.

Procedura DNC jest calkowicie odporna na zanizanie wycen. Jezeli ma si¢ naj-
WyZzszg wycene, to zanizenie wyceny niczego nie daje — i tak wyplaca sie rekompen-
saty w wysokos$ci drugiej najwyzszej wyceny — a obnizenie deklarowanej oceny po-
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nizej drugiej najwyzszej oceny pozbawia nas tego dobra. W pozostatych przypad-
kach réwniez nie jest to oplacalne - jesli ma sie drugg najwyzsza wycene, to obni-
zenie wyceny zmniejsza kwote otrzymanej rekompensaty, jesli za$ ma sie wycene
nizsza niz druga najwyzsza wycena, to jej zmniejszenie nie ma wplywu na wynik.

Anonimowo$¢
We wszystkich czterech procedurach jedyng informacjg zbierang o uczestni-
kach podziatu sg ich oceny wartoéci débr, zatem procedury te sa anonimowe.

6. Zwiazki miedzy wlasnosciami podzial6w generowanych

przez poszczegélne metody

Oryginalna procedura Knastera - stusznos¢ a brak zazdrosci

Oryginalna procedura Knastera nie jest ani wolna od zazdrosci, ani stuszna.
Oznacza to, ze niektdre z generowanych przez nig podzialéw nie cechujg sie brakiem
zazdro$ci, a niektére nie spelniajg postulatu stusznosci. Okazuje sie, ze oryginalna
procedura Knastera nigdy nie generuje podzialéw jednoczesnie stusznych i z zazdro-
Scig. Do przeprowadzenia dowodu bedziemy potrzebowali dwéch twierdzen:

Twierdzenie 1

W przypadku oryginalnej procedury Knastera warunek stusznosci jest spetnio-
ny zawsze i tylko, gdy sumy ocen wartosci débr wszystkich uczestnikéw podzialu
sg réwne.

Dowdd

Oryginalna procedura Knastera korzysta z systemu wplat i wyplat ze wspélnej
kasy, aby kazdy uczestnik podziatu otrzymat koszyk débr (powiekszonych lub po-
mniejszonych o transfery) réwny swojemu sprawiedliwemu udzialowi (tj. 1/n sumy
ocen wartosci dobr), a ewentualng nadwyzke dzieli réwno miedzy uczestnikéw po-
dziatu. Przed rozdzieleniem nadwyzki wszyscy uczestnicy oceniajg otrzymane ko-
szyki na 1/n wartosci calego zbioru débr. Aby po rozdzieleniu nadwyzki odsetek ten
byt réwny dla wszystkich uczestnikéw, nadwyzka musiataby by¢ rozdzielona pro-
porcjonalnie do sumy wycen. Procedura Knastera dzieli nadwyzke réwno. Jedy-
nym przypadkiem, kiedy réwny podzial jest jednoczes$nie podzialem proporcjonal-
nym do sumy wycen, jest taki, kiedy sumy wycen wszystkich uczestnikoéw podziatu
sg réwne. Zatem procedura Knastera spelnia warunek stusznosci zawsze i tylko,
gdy sumy wycen wszystkich uczestnikéw podzialu sg réwne.
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Twierdzenie 1 jest prawdziwe takze dla procedury réwnych udziatéw. Jak wy-
kazano wczes$niej, w procedurze réwnych udzialéw kazdy uczestnik wycenia swoj
udzial na te sama kwote. Kwota ta bedzie stanowita rowny odsetek ich sumy wy-
cen tylko w przypadku, gdy ich sumy wycen beda jednakowe.

Twierdzenie 2

W przypadku oryginalnej procedury Knastera, jesli w pewnym profilu uczestnik
i zazdro$ci uczestnikowi j, to uczestnik i ma nizszg sume ocen wartosci débr niz j.

Dowdd

Jezeli uczestnik i (Ui) zazdro$ci uczestnikowi j (Uj), to znaczy, ze wyzej ceni
udzial Uj niz wlasny. Udzial sktada sie z trzech czesci: otrzymanych débr, transfe-
ru wyréwnujgcego do sprawiedliwego udzialu oraz czesSci nadwyzki. Nadwyzka
jest dzielona réwno, co oznacza, ze Ui musi wyzej ceni¢ udzial Uj bez naleznej mu
cze$ci nadwyzki niz swéj udzial bez czesSci nadwyzki. Oznacza to, ze Ui ceni dobra
i transfer Uj wyzej niz swoje dobra i transfer (ktére wycenia na swoéj sprawiedliwy
udzial). Ui ceni dobra Uj na kwote nie wieksza, niz czyni to Uj (gdyby byto inaczej,
to Ui musiatby mie¢ najwyzszag wycene na ktéres z nich, zatem trafilyby one do nie-
go), ale woli dobra i transfer Uj od swojego sprawiedliwego udziatu. Oznacza to, ze
Uj otrzymuje wyréwnanie do wickszej kwoty niz Ui, zatem sprawiedliwy udziat Uj
jest wiekszy niz Ui. Sprawiedliwy udziat to po prostu 1/n sumy wycen, a zatem Uj
ma wyzszg sume wycen niz Ui.

Twierdzenie 2 jest prawdziwe réwniez dla poprawionej procedury Knastera. Sy-
tuacja r6zni sie tutaj tylko tym, ze nadwyzka nie jest dzielona réwno, lecz propor-
cjonalnie do sumy wycen, a zatem osoba o0 wyzszej sumie ocen warto$ci dobr otrzy-
muje wicksza cze$¢ nadwyzki. Nalezy zatem uwzgledni¢ réznice w czesci nadwyzki
otrzymanej przez Ui i Uj. Jednak réznica ta niewiele zmienia - jest ona bardziej ko-
rzystna dla Uj niz Ui wtedy i tylko wtedy, gdy Uj ma wiekszg sume wycen od Ui.

Z twierdzen 1 i 2 wynika, ze oryginalna procedura Knastera nigdy nie generu-
je podzialéw jednoczes$nie stusznych i z zazdroscia.

7. Por6wnanie wlasnosci procedur

Oryginalna procedura Knastera a poprawiona procedura Knastera

Jezeli w pewnym profilu Ui zazdro$ci Uj przy podziale wygenerowanym przez
oryginalng procedure Knastera, to Ui zazdrosci Uj takze przy podziale dokonanym
wedle poprawionej procedury Knastera. Z powyzszego twierdzenia wynika, ze je-
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§li dla danego profilu poprawiona procedura Knastera generuje podziat cechujacy
sie brakiem zazdrosci, to oryginalna procedura Knastera tez.

Dowédd

Udziat sktada sie z débr, transferu i cze$ci nadwyzki. W procedurze K nadwyz-
ka zostaje réwno podzielona miedzy uczestnikéw, zatem jesli Ui zazdrosSci Uj, to
znaczy, ze Ui woli dobra i transfer Uj od swoich débr i transferu. W procedurze AK
nadwyzka jest dzielona proporcjonalnie do sumy wycen. Jak wykazano powyzej, je-
§li przy podziale wygenerowanym przez K Ui zazdrosci Uj, to Ui ma nizszg sume
wycen niz Uj. Zatem Uj otrzyma wigkszg cze$¢ nadwyzki niz Ui. Ui ceni wyzej do-
bra i transfer otrzymane przez Uj od wlasnych, zatem bedzie wolal dobra, transfer
i cze$¢ nadwyzki Uj od tych, ktére sam otrzymat, zatem Ui bedzie zazdroscit Uj.

Zalezno$¢ w drugg strone nie zachodzi, tzn. istniejg takie profile preferencji, dla
ktérych K generuje podzialy cechujace sie brakiem zazdrosci, a AK nie. Oczywi-
Scie, istniejg takze takie profile preferencji, dla ktérych zaréwno K i AK wyznacza-
ja podzialy bez zazdrosci (np. dla wszystkich przypadkéw, gdy jest dwoch uczest-
nikéw podziatu).

Przyklad 6. Przykladowy profil ocen wartosci débr, dla ktérego oryginalna procedura Knastera
generuje podzial bez zazdrosci, a poprawiona procedura Knastera nie

1 2 3
Wycena A 1200 zt 960 zt 1080 zt
dobra B 960 zt 360 zt 1080 zt
C 720 zt 1200 zt 1080 zt
Podziat koncowy — K A-40z C-160z B + 200 zt
Podziat koncowy — AK A-40 C-185z B+ 2257t

Podzial uzyskany przy uzyciu oryginalnej procedury Knastera cechuje si¢ bra-
kiem zazdro$ci. W przypadku podziatu wygenerowanego przez poprawiong proce-
dure Knastera uczestnik 1 zazdrosci uczestnikowi 3; uczestnik 1 ocenia swéj udziat
na 1200 zt - 40 zt = 1160 z1, a udzial uczestnika 3 na 960 zt + 225 zt = 1185 zt.

Oryginalna procedura Knastera a procedura réwnych udzialéw
Oryginalna procedura Knastera generuje podzial stuszny zawsze i tylko wtedy,
gdy procedura réwnych udzialow generuje podziat stuszny.

Dowdd

Jak wykazano wcze$niej, zaréwno oryginalna procedura Knastera, jak i proce-
dura réwnych udziatéw generuje podziat stuszny zawsze i tylko, gdy sumy wycen
wszystkich uczestnikéw podziatu sg réwne.
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Oryginalna procedura Knastera i procedura réwnych udzialéw a procedura drugich
najwyzszych cen

Spelnianie postulatu stusznos$ci przez oryginalng procedure Knastera jest nieza-
lezne od spelniania postulatu stusznosci przez procedure drugich najwyzszych cen.

Przyklad 7. Przykladowy profil ocen wartosci débr, dla ktérego oryginalna procedura Knastera
generuje stuszny podzial, a procedura drugich najwyzszych cen nie

1 2 3 4

Wycena 100 zt 80 zt 40 7t 20 zt
dobra B 100 zt 120 zt 160 zt 180 zt
Podziat koncowy — K A-30z 70 zt 70 zt B-110zt
Uzyteczno$é wyptaty — K 70 zt 70zt 70zt 70zt

% sumy wycen — K 35% 35% 35% 35%
Podziat konncowy — DNC A-20z 60 zt 60 zt B-100zt
Uzyteczno$é wyptaty — DNC 80 zt 60 zt 60 zt 80 zt

% sumy wycen — DNC 40% 30% 30% 40%

Przyklad 8. Przykladowy profil ocen wartosci débr, dla ktérego procedura drugich najwyzszych

cen generuje stuszny podzial, a oryginalna procedura Knastera nie

1 2 3 4

Wycena A 600 zt 400 zt 200 zt 350 zt
dobra B 400 zt 600 zf 300 zt 150 zt
Podziat koncowy — K A-23751 B-2375z 237,57 237,57
Uzyteczno$é wyptaty — K 362,5 zt 362,5 7t 237,5 237,5
% sumy wycen — K 36,25% 36,25% 47,5% 47,5%
Podziat koncowy — DNC A-200zt B -200 zt 200 zt 200 zt
Uzyteczno$é wyptaty — DNC 400 zt 400 zt 200 zt 200 zt
% sumy wycen — DNC 40% 40% 40% 40%

Jak wida¢ na powyzszych przyktadach, z tego, ze jedna z tych metod generuje

stuszny podzial nie wynika, ze druga tez.

Procedura rownych udzialéw generuje stuszny podziat zawsze i tylko, gdy robi
to oryginalna procedura Knastera, zatem jej relacja do procedury drugich najwyz-
szych cen pod wzgledem spelniania postulatu stusznosci jest identyczna.

Whioski

Podsumowujac, wszystkie cztery badane procedury (oryginalna procedura Kna-

stera, poprawiona procedura Knastera, procedura réwnych udzialéw i procedura
drugich najwyzszych cen) sg optymalne, proporcjonalne i anonimowe. Poprawio-
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na procedura Knastera jest ponadto stuszna, a procedury réwnych udzialéw i dru-
gich najwyzszych cen — wolne od zazdrosci. Zadna z badanych procedur nie jest
odporna na zachowania strategiczne, ale procedura réwnych udziatéw jest odpor-
na na zawyzanie wycen, a procedura drugich najwyzszych cen - na ich zanizanie.

Ani oryginalna procedura Knastera, ani poprawiona procedura Knastera nie
jest wolna od zazdrosci dla wiecej niz dwéch uczestnikéw podziatu, ale pierwsza
z nich generuje podzialy bez zazdrosci w szerszej klasie przypadkéw.

W sytuacji gdy jest doktadnie dwéch uczestnikéw podziatu, oryginalna procedu-
ra Knastera i poprawiona procedura Knastera sg wolne od zazdrosci. W tej klasie
przypadkéw poprawiona procedura Knastera spetnia wszystkie badane postulaty
oprécz odporno$ci na zachowania strategiczne.
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